e

- —
ofolN-
1t \\ =

=

X =,

Actualmente conocemos las ecuaciones.,@ Maxx@e@ for@"operacional definitiva
y se ha olvidado el proceso de raz@amiemq' ael queyse llegd a ellas. Por la
similitud de las  ecuaciones deky electr tismbque habian obtenido
experimentalmente sus predeck‘e's'orgl\/lastiﬁe rolld&uﬁa analogia hidrodinamica
con un modelo de fluidos endn m o @stlvo‘%asado en interacciones se

&

&

transmiten mediantes vortices eé:un ét Ua mo un mecanismo de ruedas
engranadas. g ‘%)

Lo sorprendente es que co, Qgste modg/&éfeja e la realidad, pero con una gran
intuicion de a donde debe‘/a llegar, ﬁorm&{é ecuaciones del electromagnetismo
correctamente. Una vez ‘Q‘yome;;?bado Eyue Sus. ecuaciones eran coherentes entre ellas
y concordaban con la &XperieR€la, abandono su modelo mecanico por un concepto
operacional de las migmas, téméndolas.como punto de partida para sus aplicaciones.

rb | ._.Iu . )
Los grandes descgéﬁm/e de los ger';"i_ds rara vez siguen un proceso lineal, y sélo la
intuicion les guia€fiacia éonde quieren gar, sobre todo porque habitualmente aun
no existen las hgrlamientas matema’tica; adecuadas y las tienen que ir construyendo
intuitivament re archa. -

£ )
El forma/is%de@ectromagneMpre ha ido de la mano de los modelos
ye

mecanicos éfiito de esta similitud es debido -como veremos- a la peculiar relacion
que existe entre la energia y la masa segun la teoria de relatividad, y a su
cuantificacion en fotones. El electromagnetismo es un fenémeno fundamentalmente
relativista y cuantico. Sin embargo, en este capitulos analizaremos solamente los
aspectos del electromagnetismo clasico, tal como lo formuld Maxwell en su version
final.
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El gran logro de Maxwell fue reunir todas las leyes experimentales en un conjunto de
ecuaciones que las predijesen. Sin embargo, estas ecuaciones contienen mucha mas
informacion que las leyes experimentales de las que parte, pues son capaces de
predecir nuevos fendmenos, como /a propagaC/on de las ond@ electromagnéticas y
de la luz y los fenémenos de adiacion,.asi como el compqz‘(am/ento macroscopico
del campo e/ectromagnet/ '_:-..- ) 5.

Analizaremos el origéh experim ental de 1; cuac/ones;ﬁe Maxwell y de como las
propiedades de h ofiogeneidad e sotrc !:;ﬁ: npuestas a&spaao)na tiefmpo permiten

V4 faa/e;?de prither &yen 0 en una
formulacion inte@ral equivalente. \ m

W \) £ § £
Los operadores yectoriales /n;g_qa‘hdos p: ((/e_'aq@/de n /#mp//f/caaon
formal, sino &%&b/e : ien /g*n/f/ o fisi @/ estary determinados
con las conaﬁ/ones j variql{)za an rotaC/ s y tra Cil é? espacio tiempo

Newton/anc{gsferado

Estas simetrias son-el origen también de /@hpnnc: déﬁﬁbon é’baon de momento y
energia, y de la pos:b///dad de propa @rg/aééctromagnet/ca como
ondas sin distorsion-y-atenuacion en. vaoo,..,guﬂmn lapase de la radiacién de
antenas y los modernos sistemas de comugéc es. *,.9"

Aunque este capitulo “podria ormar ad n curso general sobre
electromagnetismo. Sin embarge, o sdilha hecho pensando en los
fundamentos que gobiernan e@'ectro &;@no fco.

& T¢
Concepto de camp'B

'.III
"Ila.
Un campo vectorial A t?y, @‘/es un-concepto matematico, cuyo significado es que
existe una magnitudtfisica ue toma’ un"ivalor diferente en cada punto del espacio
(x,v,2) y del tle , Cofun modulduwuna direccién determinada, de forma que si
en un punto deld:e aciegcolocamos uvﬁcarga de prueba, los efectos del campo se
€

,g?.fff'-f.l'.u‘rrrr

mediran por I ue se produce sobre dicha carga. Por carga de prueba se
quiere decir o suficiente mente pequefia como para no afectar a la

distribucio r@o El campthe preexistente antes de colocar la carga y
permanecer. 'regsﬁéspues de retirarfa:

El concepto de campo es muy util para explicar las interacciones a larga distancia y
eliminar el concepto de interaccion instantanea que en la gravitacion de Newton
habia planteado muchas paradojas. Ademas, como los campos se propagan con
velocidades finitas, es el medio adecuado para tratar los problemas de interacciones
en el tiempo.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Como el campo tiene en cada punto del espacio un moddulo y una direccion
determinada, para visualizarlos se siguieron las primitivas ideas de Faraday y Thomson
en un principio.

Estos introdujeron el concepto de lineas de fuerza, de form_g_?]ue en cada linea el

campo es tangente a ella --‘3‘_'"-'-'-‘#',:- de lineas p@f; unidad de superficie
perpendicular a estas es.pfoporcionakailaintensidad del caﬁ)

Esta idea de linead/des 2 -nos lleva més a ra???am/em‘% <ygdlitativos que
cuantitativos Sin{embargo e | de que liey* conocimientos
matemadticos, le erm/t/eron hacer sus gran [ esq@r/m/er@ intyendo que entre
la luz, la electricidad y el magnetismo tenia que. @r una o@rof nda. Aunque
ahora ya no se ‘;_pdii onar 1 E@s vert S, @ ad?te, con una
dosis de i 18 famb cé'? precﬂ%’?o «

itativas sobre
@ una cdgga /er@ que es la base

fenémenos tan com lej adiacio
de Ia radiacion de antenads. y‘ '\'\‘" Q
P&

3 = q:, '
S Er‘
Ecuaciones vectoriales de ifaxw
<
Seguiremos la notacion vectorial gesarrollada H' side y Lorentz para las
ecuaciones de Maxwell"Sistema ternacQ al ades (SI) que es la mas
G
ampliamente utilizada hoy en d| Q’;
Aungue para estudiar la estruc‘ﬁ‘lra d |on e Maxwell es suficiente analizar
el caso de una particula p uaI con bargo, utilizaremos también la

formulacion mas general c 0 medios t

'k

Las magnitudes que entraf] en Iég.ecuaqones e Maxwell son:

\ ﬂ.-
$ § W

':'h'

, Q.;_, Vector del cam?g eléctrico
N ~
D % Yector de des sramiento eléctrico
Fy @

n magnética

Densidad de carga eléctrica

7 Densidad de corriente
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Los significados del campo electromagnético

Las ecuaciones de Maxwell, en su forma vectorial e integral actual vienen definidas por:

Forma Diferencial Forma Integral ,g'r‘
: &

Interaccién de las cargas co?7 el campo e/@on@néﬁ
=3 =3 = ﬁ @
foL=p(E+VAB) &;&5" .@ i

.. Vector de polarizacion eléctrica
Vector de magnetizacion

€ constante dieléctrica

D = <

B i Q? 1 permeabilidad magnética

fc = O'E')@ o conductividad. Ley de Ohm
1

Velocidad de la luz en el vacio

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Se define como el producto escalar de dos vectores a

G-b=aub,+ ayby, +a,b, = a;b;

El producto vectorial de dos vectores se representa por ) _‘{?r’
' . N -
—a.b,)j + (‘g?y —ayby)k

L)

SRS (a/\b &) ‘_:ljbk -9 ‘o

Donde ¢, es elitensor totalmente aﬁ( \ ‘ e es @%’dos indices son
iguales, 1 si Ios&mes ijk fgﬁmﬁmna p n par @y éﬂl ijk es una

-

permutaoonrun é’.&” .

Los subindi e pa s x,y, 2. En todo
el texto, sal e io de la suma por
el cual cuando i orm eberan sumar para
todos sus valores posibfes § &:“

.
La densidad de corriente de cargas % ue ap egl las @¢liaciones de Maxwell, se

L A
puede separar en dos partes una deffrda a Ia tes onduccién

3 ]C-?%b S

y otra a corrientes de conveco%%qroc e&las as en movimiento

de forma que sea

En el vacio las cons‘;Pnt ‘(ﬁlectnca y pgﬁi‘rmuwdad magnética toman unos valores
constantes que sgﬁ-i:epres an por e uo y su producto esta relacionados con la

velocidad de la | \E\n eﬁoo
P

] 1
"irb -f:g - €olo
S =
Las ecuacion é" Maxwell vienen definidas por cuatro ecuaciones en derivadas

parciales de modo que si el estado electromagnético esta definido en un instante por

E@ o y B(%,t), entonces las ecuaciones permiten por integracion conocer el estado
del campo para todos los instantes de tiempo.

Es necesario complementar las ecuaciones de Maxwell con una expresion matematica
que exprese como el campo electromagnético interacciona con la materia.
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Los significados del campo electromagnético

Esto viene dado en la teoria vectorial por la fuerza de Lorentz, que determina las
fuerzas que crean el campo electromagnético sobre las cargas eléctricas.

Sin embargo, aunque esta teoria ha tenido un gran éxito enggl electromagnetismo
vector/a/ clasico, es /ncomp/eta y crea un hibrido entre, _@‘;a teoria de medios
ssdle medios discretos. ~.;§~

conceptu ente muy diferentes para

' /ectro net/s ‘/a practica el
n /a

m ica el campo
son e c@s empjricas vélidas
7 ﬂlﬁi
~

: @ ';H .-

e@é’l‘erm/ ﬂcon@raciones deEy
B son compatibles con | I %b(we// an tog. las magnitudes y
fuerzas del ca son constantes en el tigmpo acer’la nta de esta forma,
en vez de predecir los estados del cam@ para %o ant%e tiempo, lo que se
determina son las “configuraciones gpaaa/ e@tidas@ara E y B para una

electromagnético dentro de la m?‘er/a Ve
solo para cnertas’!ﬁug.g_/CIog_),ﬂsinﬂl-"""L

distribucion de cargas y corr/entes dada. &‘ é.. S

El que el campo e/ectromagnet/co expre e ﬂ /aé&un conjunto de ecuaciones
en derivadas parciales, establecg*dna gr /f cia @specto de la mecénica clasica
de particulas, en que es p /e c conggliracion estatica de particulas

suponiendo unas fuerzas ade@radas b

Cuéles son las magn/tude;ﬁndamenté/es GJe/ po electromagnético dentro de la
teoria vectorial clésica es'mas bien una cué$t/on de definicion operacional y, como
veremos, se establece &nera&nte ,c&)r sus efectos experimentales sobre la materia
aunque no hay una u@/dadge cr/terlois; ‘f%

Sequn cambia L teorid de interpretacion de la interaccion del campo
e/ectromagnético;.\h)n la fdateria asi se.modifica el significado que se le da al campo
electromagnéticOas

Analizaremos ru;@r lugar cada ung'E e las ecuaciones de Maxwell en su relacion
fisica y mat &’@n los expemﬁci?ﬁe dieron lugar a ellas.

No debemos olfidar, que la base de las ecuaciones de Maxwell es experimental y
que, para la justificacion de estas, veremos que se requieren teorias mas profundas.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Ley experimental de Coulomb

En el vacio, la primera ecuacién del segundo par de las ecuaciones de Maxwell, toma

la expresion en coordenadas cartesianas ,.g?
3
siendo p la densida ~
&
La divergencia ep rial a través de
una superficie i ' de una fuente

donde AV e pequefio volumen o AS a superficie que lo
encierra, dS es un elemento de= dicha s ficie %es@ Vi unitario normal a la
superficie dirigido h?_cia el exterior. & &

La divergencia también se repreggnta c |ag, nq,t@snes equivalentes, que

utilizaremos indistintar;gente ol 3 "ﬂ' {? ":'
3 ﬁ
V@' dz =

Un campo vectorial cuya d|ve@enoa e ue es solenoidal.

El teorema de Gauss nos’ﬁce que I% a de un vector integrada en un
volumen V es igual a I%Jnteg@. de sijpe ie de dicho vector en la superficie que
encierra dicho volumeri>

Aplicando dicho teo{?‘na n da formd‘ia Fﬁtegral

"l:' _ Y
S V.Ddv = dS=jpdV=q
%“ v 14
&
donde q es la _t@l encerrada en €lvolumen v

Si supone qu Q‘% densidad Ws homogénea o que tenemos una carga
puntual, y que adémas la superficie S es esférica de radio r, se verificara

?gﬁ-d.?: 47r?D
5
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En el vacio D = ¢,E por lo que con estas hipotesis sera

__ 1 4
4mey 1 , rg;
Aplicando la ecuacion de la fuefzasde-Lorentz, la fuerza qugé‘étuaré sobre una carga
q situada en un punto de 0 haber campg®magnético sera
qq Ef' »

ks - o .
AN .9& &
- gl ierta pom'Coulo nos dice que la
. W . ;
fuerza entre dos cargas es proporciona t@e sus es,% varia con el
inverso del cuadmlo de su distancia. ! .0
= lh' = = 'ﬁ ¥
Este es ud ejemplo ley s@&xXpekimentély se generaliza

matemética‘keg yre [ e I '_ para \QE&Q lar &da la teoria del

potencial que.se analizara\mas adela £

. F D
/ ‘Q "'q.,u
N S
Ley experimental de Fara Q ™
- »
La segunda ecuacion eine__métTEé- de{% qfor iferencial en coordenadas
cartesianas es . q‘?{) b‘? <

~ . [(0E, OEN. (2
VAE & +<

o @)\

El vector rotacional es unazfedida de Ea n de un vector, y se puede definir
como > 8
-’P& GAE) = g—»ijg E-df
o 4 é&\x-' C
N

donde 71 es la n q?l a kg superficie AS gue se apoya sobre una curva cerrada C que
tiende a cero, yiﬁs up elemento tangente a la curva de dicho circuito.

S !
El rotaciona@ié' € representa

K &

@ VAEETOtEESUR—

otaciones equivalentes

donde ;) es el tensor totalmente antisimétrico de orden 3, siendo cero si dos
componentes son iguales, y 1 para un permutacién par de los indices.

Un vector cuyo rotacional es cero, se dice que es irrotacional.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

El teorema de Stokes demuestra que la circulacidon de un vector alrededor de un
circuito cerrado es igual al flujo del rotacional de dicho vector, y por tanto, se
verificara

- 3

§F-at= B oas=-2 (gs=-2

. B et T ot %5“ - ot
que es la ley experi i* .(r raday-que relaciona variagion del flujo de la induccion
magnética que atga ?‘5_5 un.¢ FCUito cerrac 0.con el ca eléctrigp qbp'se genera en
dicho en dicho cifetito." N .0 o’

¥ A & o O

Hay que hacer elicomentario de que E 'es.€ smuo éctri@ota@ a ley de Faraday
en su forma primi 0o eléatfico ind

i o ’

dltimo el qu Iar{ga,,r e un circuito

cerrado, ya/que la @ ' n cam ric otacional, cuya
la ircui do. QQB © @ &

circulacién se anula en un circtito ce %.;r- Q &
Para una espira uIar'ﬁéralo_rtene S, qs' ﬁ*ﬁ

\ ) = 7]

o BE ey QN

La anterior ecuacion expresa sla"r'leyéye Lenz,?or@ queQJh flujo magnético variable
Ifa

induce una fuerza electromotriz eféctrica rile , @genera una corriente que a
rse a la variacion del flujo.

su vez produce un campo magnético qu t@? opo
& X

s L5
Ley experimentalﬁﬁe Ampére”

La segunda ecuacion di@’nicaﬁ I\/Iaxxgell Vi
.

P

-

& & @ op
N [ \“'.'\' Jat
'M:. B =3 —
En el vacio, fue@e r\rﬁriales dieléctricos y magnéticos, B = uyH, por lo que se
cumple IO o 3

L
&a:';:’\;;':? el 1 OF
K& VB S+ 5

Aplicando el teorema de Stokes a un circuito cerrado C que encierra una superficie
S obtenemos

§5-ai= [ po LOEY e 1+ L2 [Eas
C s Hol c? ot ~ o c2at Jg
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que nos dice, que en el vacio, la circulacién de la induccion magnética alrededor de
un circuito cerrado es igual a las corrientes que lo atraviesan mdas un término
denominado corriente de desplazamiento.

@
Se ha definido la intensidad de corriente como la carga pqr_@nidad de tiempo que
R, N

&
o PR R & o
En condiciones g@stacionarias acione t-.‘confg?tlempatde campos, con
corrientes continuas, sera B "

: -
r_%\ * @%’ @t
, ! \o _
ara un comre r una orrmd?l, iﬂha distancia r del
eje la inducaién magnetic. q;‘:'.p E‘k %"
: & Mol QL o
e : .15} 2nr o~ Q}
que expresa la conocida ley de Amugre, qu uet,%se inicialmente de forma

experimental por Oersted, ‘al camprobar Oas f@'rientes generan campos

magnéticos que actuan sobre la agdja de yrabrgjta. &>

Si colocasemos una carga q a o distaé | copductor, esta experimentaria una

fuerza que viene dada por d) .&? 6,"
& PR

o % W

o

. o 'R AN
Uniendo las dos anterigres eduaciones, st

ud L “por los que circulan corrientes iguales en la

encuentra que si consideramos dos
conductores paralelos zc§"e lo
misma direccién, Zg@s experimentaran ‘wWna fuerza de atraccion por unidad de

longitud gue viene ddda o
g q S Fﬁ Q}" ,
5S¢ 7

3% 9

ad & . -~
Esta es la \@bde}\ mpére pos que el magnetismo es electricidad en
movimient p@r de aqui, se'siguié.in proceso de definicion de las unidades del
sistema internaciehal SI, que debe su razén de ser al proceso histérico en que se
realizaron los descubrimientos de los fendémenos electromagnéticos, si bien
actualmente también se utilizan otros sistemas de unidades mdas racionales, de
acuerdo la estructura de las ecuaciones de Maxwell una vez conocidas en su conjunto.

L 2nr

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Se define como 1 amperio de corriente, a la corriente que circula por dos
conductores paralelos separados 1 metro, cuando la fuerza de atracciéon por unidad
de longitud entre ellos es igual 2 - 1077 Newton/metro. Con esta definicion se obtiene
gue la permitividad del vacio debe ser é?

Como la corriente
se definio como

a secgjgn de gn conductor,
orneate dﬁq‘Amperlo

U ltnblo % &
Con esta definicig ey de o ﬁido la fuerza
de repulsion tﬁguu%?s ( ulé’?nbm r gb tro es igual a
valor ao&) toma el valor

un Newton,[rel

Aunque parezca un poco extrg ﬁn exmiesar las unidades, se debe tener
en cuenta que las leyes Coul Ampaie nos definen dos ecuaciones
independientes, por lo quego tenem@s SV les a determinar. En su momento,
esta forma de proceder e&aba Justn‘lc@da ando no se conocia la totalidad de las
ecuaciones de I\/Iaxwellb"" é? %

— &

y
¥

Veremos mas adel qt@a partif. de;‘,:prlnupms mas generales, existen cuatro
pardmetros que n permrten fijar log sistemas de unidades de las ecuaciones de
Maxwell. Unos sigfemaside unidadesi Sson mas adecuados que otros segun las
aplicaciones, pe @dqﬁllo ha generado una gran confusion de notaciones y de

mterpretaaon I%
Definida la corrlente o mperio, y determinadas experimentalmente
€ Y Mo, las s de las restan gnitudes electromagnéticas quedan fijadas
en el sistema |nt acional de medidas S.I. por:
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) Coulombio
[I] = Amperio = ———
seg
=1 _ Voltio  Newton &
[ ] " metro  Coulombio -.E?
$
&
2] »
‘o Y
._g& N %)
¥ 00
£ &8 o
FE @
o 5

Faradio = ‘i’
€, = 8,854 - 1012220

metro L (o)
o
X4 >

Uy = 47[1()—7@ Q "Lb
0 metro @ '6,"

Juo/€o = 376,73 Ohmio $§
k = 1,38065810728 Jglo %‘"

A
La eleccion de la stanf® p, en ‘realidad fue una cuestion de convenio para
asegurar que las unidades glectromagngticas tienen un tamano acorde con los valores

industriales, lo qué&se puggle aplicar ta nbién a las otras contantes.
=Ly ik

( EFFEETrrreer

La unidades n es8e definen haciendo las constantes fundamentales iguales a la
unidad, ¢ = o = 1, donde k,esia constante de Boltzmann que relaciona la

termodinéa o) mecanica.

Las contantes c, g')k Uo en el sistema internacional S.I. no tienen ninguna relacién con
las contantes de acoplamiento eléctrica e (carga del electrén) y de gravitacion
universal G, ni tampoco con las interacciones nucleares fuerte y débil.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Ley experimental de la fuerza de Lorentz

De los experimentos para las leyes de Coulomb y de Ampére, considerando que las

fuerzas que actuan sobre las cargas y las corrientes, son efecpg?) independientes que

se pueden superponer linealmente; Ilego a que la fuerza Q&b sufre una carga g en
i Actp net|co superpu@&os viene dada por

L

Esta es una ley qi

La fuerza de Lorentz juega un papeln.\- 'h[rfgnt en el ~ﬁl‘&"ﬁﬁ@%l‘ismo, ya que
\'1 I.'_ L
segun nos muestra la exper/enqﬁ, solam os d m@? /osﬁjectos de los

campos e/ectrorﬁ!gﬁ@t/c 3 e fa ue pr@c bre@)materia.
III,— o r

Esto llevd en unipribgipio a pensak que soéb los car)% @an los campos
fundamentales, ya que son los que fn en%l‘b ua de la fuerza de
Lorentz. Slj?mbazgo vere que d/cha_q) reCIa@ §s defwtodo correcta, y que
hay otros efectos mas sutiles que hacg@ que Q $or@etismo sea algo mas
complejo de lo que a primera vista se d uce clg.«.r cioptes’de Maxwell.

Siempre existid una discusion sobre fuer qﬁe ren‘t& una ley independiente,
0 no de las ecuaciones de Maxwe/l eremo aﬂje/a que es la propia estructura
matematica de las ecuaC/ones Maxi tro espacio tiempo lo que

determina la forma de la fuerzaw e Lor @sea ipeal y que, ademas, no dependa
de la aceleracion de la carga, 'E’chos so&muy ortantes como veremaos.

Por otra parte, la fuerza de@'orentz taE cofmio laggohocemos, solo puede existir en un
espacio de tres dimensionés pues, en oiro cago campo magnético no seria vectorial
y tendria otras caract t/cas nsoriales, por lo que nuestro mundo seria muy
diferente. Pero para gfo se ‘@eces:taﬁ- teorias matemdticas mas avanzadas que el
cdlculo vectorial, sobre el q‘& se basa "Ias"%cuaoones de Maxwell, como veremos en

capitulos posteriore&;
-‘-2“ ‘?g
Ley de a&?‘iclﬁ’ de polos |

Hasta el p%ntﬁf la experiencia ostrado que no existen fuentes o polos
magnéticos S/m/@es a las cargas eléctricas, por lo que se postula que la divergencia
del campo de induccion magnética es siempre nula

V-B=0
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Por el teorema de Gauss obtenemos que

$5-as=0
s 3
lo que nos dice que las lineas@élltj nético siempre se&erran. Esto hace que en
la practica sea muy dificil@pantallario: JeleXy magne’tic@' y lo Unico que podemos
hacer es reconducir diche ‘ D_conymateriales rzzé\gnéticos.
{ﬁ I :

Los campos magheticos, o'verem ?en scé%vente ﬁgﬁ%s magnéticos
tes o a efectos m -q)scépps qu O su origen en

Strafeque &ex@esen monopolos

S ToRey de luz ﬁn rrga y la fuerza
lo%gue el vadse no Pddria existir tal
Qe ol Qs

magnéticos, estos estarian cu‘iaﬂhdos, I

s

de Coulomb ecae ( Ta %
como lo conocemos. {
(i < & S @

e
Vemos, por tanto, que-las ecuaciones

s
@ 5o
generalizada de un-conjunto de leyes &xperime gan

%:

presion matematica

integral, con gran pb'de'r predictivo de;;i'/evos )
iniciales que permitieron formularlassSin emQrg
de la que ya contienen inicialments'y es nedesafé, de llar otras formulaciones o
teorias mas amplias para justifigar por Qe ec nes de Maxwell adoptan la
forma dada y no otra o, lo quefes lo n@g‘@a/ razén ultima de la Naturaleza
que las justifica. @ ~

en dar mas informacion

6,

-

Las ecuaciones de Maxwell&ambién n'o§ e‘rgaﬁ on su aparente simplicidad, ya que
no existe una solucion aqéﬁtica enerag?. Si esg'st/ese dicha solucion general, la carrera
de ingenieros de te/@muq[v ciones, ¥ la carrera de fisicas se simplificarian
enormemente, ya qugalo q E}"hacen '-?Ezigg:nte durante varios anos es resolver las
ecuaciones de I\/Ia@e// en, ‘tantas aproximaciones como campos de especialidad
existen. So/amente:ﬂ‘ljand@eterminas _ /}gﬁtesis restrictivas de aplicacion es posible su

resolucion aproxi "'eda. ...:F 8
Analizaremos @ngde ellas por e‘&

interés conceptual fisico matematico que
encierran, . gste no es un libr electromagnetismo aplicado y aqui sélo
hablamos e J@ ecuaciones nceptos que implican, asi como de sus
justificaciones Ulfithas hasta donde podamos llegar con nuestra légica.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Potenciales electromagnéticos

Segun demuestra el calculo vectorial, si la divergencia de un vector B es nula en todo
el espacio, entonces existe un campo vectorial 4 cuyo rotaoon@bgenera dicho campo

-3 - Thy,
* = "

A A se le denomina @e

Obsérvese que alar arbitraria,

1 rac
cuyo rotacional siempre es cero. {\ '
v y N ) — )
‘eremos en otro cap/tuo quqﬁgstas I -_,. acioneSytienen subgrigen en la
invarianza ante_ /Que fiehen c d@ecu&/a importante

o, egunda ecuacién

Se demuestra por el andlisis vectoria
una funcion escalar, tal que su‘gradi

(8]

=

El gradiente tambiérl\g?repr nta comla ﬁptaaon equivalente
rb - L

-..;-"""' ‘.E‘ Vo =grad @ = 0,0

"\.

También se uﬁlas\?gwentes notaciones abreviadas para la divergencia y el

rotacional de u&é@ct&

L e ST
@ﬁ Q? V-E=divE=0E = —
© Oxt

V/\E = T'OtE = SijkajEk = Sijk

9E,
oxJ

Es facil comprobar que el rotacional de un gradiente y la divergencia del rotacional
son idénticamente cero
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=

VAV =0

V.- VAV=0
El gradiente y el rotacional son vectores y, ante un camb}? de coordenadas, se
transforman como las compongaies.de un vector. De manerd@m//ar la divergencia es
un esca/ar /nvar/ante ante ich s ‘:’.1.,‘:\.-.‘. coordenadaﬁgrad/ente y el rotacional
s que se ,,;:fﬁw..-,:- das primeras, asi como, la
divergencia, es el Uplco escalar que se [ _i 2 formar ayéﬁﬁr de ca;q@b vectorial. El

que soélo apare. / ( esto e;gdores es una
consecuencia de i &u‘.a espgc acio de ditggnsiones. Iremos

viendo en otros'capitulos, que las propiedades @/ esp@o @po condiciona la

forma de las ecuaciones. /
i’&.( 9 @
lo a calylas a'ybadas primeras

El hecho de [qt ué'"'én-la
se debe arr que dic I won d ca@? ele€@pomagnético que
estudiarem mas  adelante _ti " ser tes te determinadas
transformacioné ﬁS/cas Sin embargo, ya=gel proq§ ‘ﬁf/c $IS/CO del gradiente,
rotacional, y d/vergenaa nos dice qg? debe&s [y vectgres o escalares  ante
trasformaciones de coordenadas. t?' ~ QO 9O

El incremento diferencial de una-gl n esg@r eiire -

epuntos infinitesimalmente
préximos viene dada por el-produ escalaQ

e
I~
o,

sl mes

siendox! =x, x2 =y, x3 g
e

) . - - N Y
Por tanto, si es VAE ;;_‘6, existe un; potéyoa tal que E =-V@, y se verificara
- o . . , 2
entonces que E - dX = lg"d(z) g)élo qu@ al ser una diferencial exacta la integral de E
entre dos puntos q?md ndiente d d% camino y depende sélo de los valores
extremos del poten sos punto i’
‘. i
Repasaremos aI M" s definiciones y Fﬁ piedades generales los potenciales como
i
K

funciones escal

A partir de | cuacion do = Z@dx, se demuestra que el vector gradiente de
una funci¢ scag(z) tiene la™di n segln la cual la funcién varia lo mas
rapidamente poéible; su mddulo es igual al limite del cociente entre el incremento de
la funcién en la direccion de su maxima variacién y el valor del desplazamiento
cuando este tiende a cero.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Las superficies @(x,y,z) = C, donde C es una constante, definen las llamadas
superficies de nivel o superficies equipotenciales. El vector gradiente en cada punto de
la superficie equipotencial es normal a la superficie en dicho punto.

[
Se denominan lineas de gradiente de un campo escalar (Z)(x,_i?z), a las que en cada
i of deligradiente. Por tan‘@: las lineas de gradiente
quipotenciaéé’, y estaran definidas por

2] »
: 4
2 -..?g OEO &y
10 & 0O
: Z§ 1-.5"'
an ctri angel s line ’de&die@%’y es por ese
motivo por Jo quesse les-: bién |i e flyj |g.|$'hdo®'representacién
visual de Farfaday AL semalizadgr ét&@pente.
Tomando la divergenciz S: &
s b &
<

— : : .
donde V2 es el operador laplaciana, g %or das cartesianas por

esarrollo en serie de Taylor, en
un pequefo volumen cubicogs lado 1 i punto P,, resultando

&

& Y

donde @ es el valor m Hdio d otenc__i%fl__gq.’el cubo, y @, es su valor en el centro. Es
decir, el valor de Iiﬁlaciﬂn en un punto es una medida de la diferencia entre el
valor medio de la fyhicion ajrédedor de gss‘,\'punto y el valor en dicho punto.

o
. iy ., sy, . A
Como corolario, ala W funcién armonica que verifique V2@ = 0, el valor de la
funcién en un o.@gera igual a su valor medio en un entorno proximo a dicho
punto. Es decify st hay®in maximo local, debe haber un minimo en su proximidad.

e
Otra propié% tﬁjﬁortante que ende de la anterior definicién es que, si se
verifica la ecuacié de Poisson V2@ = p(x,y,z) , entonces el valor de @ en un punto
difiere de su promedio alrededor de dicho punto en una magnitud que es
proporcional a la fuente p(x,y,z) en ese punto.

Se demuestra que la laplaciana de una funcién escalar es el Unico escalar que se
puede formar con las sequndas derivadas que sea invariante ante transformaciones
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espaciales de coordenadas como la translaciones y la rotaciones. Del significado fisico
de la laplaciana, ya se intuye que debe ser asi.

Vemos, una vez mds, que las propiedades geométricas del espagjo y la exigencia fisica

de que los operadores sean invariantes ante translaciones y r_éﬁ’aciones en el espacio,

condiciona la forma posible @&-diches operadores, lo que cdncuerda con la intuicién

de su interpretacion fisica, -"!"...:_""'}}.‘h 5.guio a Maxm@l en la obtencion de sus

-‘"':F- { r/menta/eg‘fprev/os. Veremos que la

ot ion espacio-tiengpo impone 8?;;['9 restricciones
S ( Ilfiés egg?cione%{

fue-la-c

i

invarianza ante |
adicionales a la fi

| | LAY A &

Teniendo en cuenta la primera gﬁcuao _ .séigﬁdo pa@t&e“{:.r wa:uj obtenemos
ara el potencialyla ecuacion __ g, i /
P P ._,"'i\w. " e .,é"’ <

o ihcon ool 2

d d = cion (0) n

., v &
que en auseheia de carga xpresi ’nic;é

heig de 6 arteo

".VZ(Z) h) 0

La primera ecuaciéon cinematica de M

Ff
j
-

Se demuestra, por analisis torial e@ la @ergencia de un vector es

idénticamente nula en todo el-€8pacio, &4 Q@n ca¥p®d vectorial tal que su rotacional
genera dicho vector 4;?

& y:

&
Es facil comprobar, la E:rficiengia de ndiciéon, ya que la divergencia de un
rotacional es idénticamgnte c iﬁ‘

Q | iy

é" » V-BE=%VAd=0

Esta identidad ,’\ﬁas permite obtener, otra ecuacién importante. Si tomamos la

)

ecuacion de c@&b ui i
k _%. - —

Q@ oy - o £ 9ov-D . ., 0

LGo=V- /\I‘M =V. P

© 0=V.V J+ a \Y ]+6t

gue expresa el principio de la conservacion local de la carga eléctrica. En forma
integral toma la expresion

divergencia se a @&duacion dinam de Maxwell, obtendremos la siguiente

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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que nos dice que, la disminucion de la carga en un volumen V dado es igual a la carga
que sale a través de la S superficie que lo delimita.

Un hecho importante a resaltar, es que este es un principio de @nservacion local y no
global en que la carga desaparece de un punto para aparecer. @ otro distante.

s -‘ = o
’-“-r rga sea 3d\local se debe, o veremos, a que las
e determinadas trafsformaciones fisicas, y lo

C : _ergia. é"’ ‘0 ~
\P,érem obeddmn %}ecuaciones de

ff:ﬁf o

La teoria de ladre

Maxwell, 'l'(cq)ns acion apstin caracter local.

En el fondo, la constancia de lqweloo Z respe o..ét"tod os sistemas

inerciales que Tlale > _causalidady es lo ye “d¥inal @ondiciona que
o,

todos los prifcipios-de co a Natupgleza te caraQgr local.

Las ecuaciohes dé M f ust/flgeaorqu& algunas de sus

consecuencia S am, n.

TATAA=T-4 vzﬁé?o 1@'7‘$=§div£f—vzj

L]
b .y
De la segunda ecuaciéon cmematlc e Ma@ co iones estacionarias y en el

vacio, obtenemos

Aplicando la anterior identi acion similar a la de Poisson para
el potencial vector en funci it

cionarias

- ~_>
bg" --“eé} V\ :'}" Ko/
habiéndose consideraglo un}qﬁ =00 Esto siempre puede pude hacerse, teniendo
en cuenta las identidades o sy
S E
T .WV/\EO l-ll divrot =0
m_) _)= =
0’5" . VAV=D0 g | rot grad =0
Si hacemos nsfermacion gaw
© AN

Q)—)(Z)+E=(Z) A->A—-VA

se comprueba que las magnitudes de E y B no cambian.
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Eligiendo una funcidon A adecuada, podemos imponer la condicion V-4'=0, vy
obtener asi la ecuacién de Poisson para el potencial vector. para ello basta escoger en
este caso para A una solucion de la ecuacion de Poisson

&

: 24- = V) . [-l) ":Ef
S .

Dminan de transforl,@ciones gauge de sequnda

clase. En fisica cuang !;,’; \::'-"3-:& una transfgfmacion, siempre existiré la
4 o YW i

gue Al / ”'h- te la ra@n de esggs trafisformaciones

3 ";5.":10." a la invarianza Q& cl.ilacio"@s de I\@fwe‘ﬁante rotaciones
relativistas de Lorentz en el es,oacio—z‘ie‘,a\C 0 '} otrgs simet, fi@h mas complejas
de & energi ,,q“;- o

que implican la conservacion /oca‘l elaca ,.-‘
Wi i s

Las ecuaoon&sg@%xw |- o est ondffo en %&aﬁ%&do’%@ la forma

- ) S il @

@ F _of o &

P & WF D
y en funcion de los potenciales* .,é? & y
e -

con la condiciéon gauge adicio%éI Q, ‘? "
¢ ¥ ﬁ-g

En el caso estacionario iLgependienfgt del
campo eléctrico y de indagcién 9agnéﬁca estan desacoplados.
[P

= L
& i
- & % - L‘ : % - - - -
Propiedades ﬁ Iogﬁotenc@lp‘s en condiciones estacionarias
. _&

Teniendo en cue%-la id?]tidad il|
5 & 10

B E v

IS %

donde §(X¥ — x")(@s la funcion delta de Dirac, que tiene las siguientes propiedades al

actuar sobre una funcién f(x)

[ reec-m@x=f@ v
Veo

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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f §G— ) dPx = 1
Voo

los potenciales en condiciones estacionarias y en el vacio se pugglen escribir en forma
integral

i
y de igual forma para el. potencial vector

Es facil comprobarique para la anteg para

verifica la identidad V - A—O ; g, ‘qﬁl é, ..9-.
En el caso de r cargas puntuaé% s ecu@ne&ant res toman una forma mas

simple. Escribiendo las fuentes e lta irac, tenemos

%(x t)ﬁ%‘r %@

| & S(E2 %,
é:' J&, £) 3 D) (1)

donde %,.(t) es la traye adelar
velocidad. Se verlflcara '&nton

Vi@’) 5T 6(= (1) =~y 2 6(F ~ % (1)
ﬁvs(x— () AB(D)

ncio

a con una carga q,, %.(t) = dX,./dt su

f

Los potenciale q este caso las ¢ resiones
&u L
§ “’“’%
@3 é}‘f |x — xp(t)|
> rUrl
Ay = oy 4 v (1)

an L7 =%, (0]
r
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Tomando el rotacional de la anterior ecuacién, y haciendo unas transformaciones
similares a las efectuadas, el campo de induccidon magnética se puede escribir en
funcién de las corrientes en la forma de la ley de Biot-Savart

T - - é’
B ke L0 (x\) AX—X) FE ‘:‘E‘
Sl - xR 0
que fue deducida e almente Biot-Savart, demostrando

como las corrientesié

Para un elemento conductor por el g

Al

Para una espira que se cierra sitigada er@ep?w
se obtiene ‘f‘é." @ iy

™ N RER A Ty
P §
donde i es el momehtd di@ magﬁé' de la espira
V2 oy
¥ o
m m=-@x Adl =IS

e

donde S es la sg@:ﬁicie@icerrada por .

La inducciénﬁéyﬁlvendré dada po
k — — >N
— — g k 3 .
@@ WB(§)=VAM(_ m +M)

© 4m\ |x|? |%]3

gue tiene un comportamiento dipolar.

En la naturaleza, al no haber polos magnéticos, todo el magnetismo tiene un caracter
dipolar, y el magnetismo natural procede de microdipolos magnéticos que tienen su
origen en efectos cuanticos.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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En el vacio, fuera de las corrientes y en condiciones estacionarias, el campo
magnético es irrotacional VA B =0, por lo que se puede derivar de un potencial

magnético @,,. o

B = —u,V 0,,, junto con la egu
Laplace g

Para el caso ante

donde !2 es(‘l“"én:gm\o SO ' la e@ Ho dp&!e el punto de

Sixty X dos puntos situados juste a cadaqad sto ®le la superficie de la
espira, entonces haciendo una“integr ﬁde @@or camino exterior sin

cruzar el interior de@ espira, obtenemé ~F <

ffg.df': _“5"£ ﬁ:m.d @'@m'@ Ne®)
s

@a J?E.bl angulo sélido varfa en 4w

Por otra parte al cruzar la superﬁo?e la es .

&
Wi m
-l>|~

onff - -
por lo que sera ,§ E
G §
- 5

b -
que esla ley de Ar@ere paﬁ orcmto%" %

De todo lo dicho: &:nter/ol#ente se sacal

un monopolo étied, con cada - que diese al circuito cerrado anterior a
través de la x'a sexganaria una enelgia proporcional a la corriente de la espira,
manteniénd te la corr/ent e esta.

Un monopo;g ZSH as no podr/a "-.. a través de una barra magnética ya que
quedaria atrapado en su superficie. Vemos, que la ley de Ampére, encierra misterios
mas profundos de la naturaleza de lo que podria suponerse por la simplicidad de su
ecuacion.
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El potencial magnético @,, es discontinuo al atravesar la superficie de una espira, y lo
mismo ocurriria si tuviésemos una distribucion superficial de dipolos magnéticos. Sin

embargo, su gradiente en este caso es continuo al serlo B.

perficial de carga magnétic»ai_?;)sm, y una densidad
Jem = Pamd, formada por‘&)s superficies de cargas

adas pOF, Una dista@ infinitesimal d = |%* —
Ui _.}iﬁ}-‘l‘ﬂo vegdra dado PoL_*

b r& _ .

[ i v,

N D

) ) 9
X, dsig; Ps
X 4 |
: A-S‘ s- f.s."'
R . - Oa .
'&oterﬁ queycreagyhia espira es
& a.,a'na de dipolos
i uié% la co;@: i&rde I&Tira. Obsérvese
%:que Bé!& e qé.deban existir en la
: o
Sin embargo, si aplicamos el mismo rgzbnamighit q§ ant@y al caso del potencial

eléctrico para una capa superficial de@polos, m pop*edrgas eléctricas de signo
opuesto ps. = psd, donde pq, la' degsidags~de * superficial, entonces

obtendremos que - 8 Q ‘;4 ‘Q"
ﬁf*} @gp@
5 L

@ ~
Es decir, el potencial eIéctr@ es disc r@o ravesar una capa superficial de
dipolos. Sin embargo, es cgntinuo al atgaves r densidad de carga superficial, pero
su gradiente no lo es, cafo se.épuedeicom robar con razonamientos similares a los

: s r
anteriores.
T $ .E’j,,p

J .
por lo que debega ser &m‘Eﬂ# or t
equivalente fmatemgdticaprente al &
magnéticos|con una

realidad dicho S Magnéticos. A of O

y
.

El potencial y el ca@?‘gelégﬁ?co creadoxggf' un dipolo eléctrico p, = q& formado por
o . FIR 2>
dos cargas g de dri-\{#hto s@lo separada_é_gor el vector d viene dado por

&I 1 M neen
G B 4neope P —X| 4mex— X3
"&l[ 'L—’ = : ﬁe 3(ﬁe'£)f
E=_V - - >\ = =\
@% ‘I? 4 |x—x|3+|x—x|5

Las discontinuidades debidas a densidades superficiales las discutiremos mas adelante,
ya que la cuestion sobre si son solo artificios matematicos o tienen también una
realidad fisica han sido objeto de detalle en varias ocasiones.

Existe un importante teorema de la electrostatica que dice que una funcion potencial
que verifica la ecuacion de Laplace dentro de una region cerrada del espacio, se

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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puede sustituir el espacio exterior a dicha regién por una distribucién de cargas y
dipolos distribuidos en la superficie que delimita dicha region.

4
Ecuaciones de Max el edios materlg'ﬁes
Cuando existen medios: po eléctrico y aﬁ nducciéon magnética se le

superponen los efe "" d larizacic 'ca Y dlig@’ég”en%/o@ la realidad,

por E y B se de dos de,Jes ,&gb’uados por los
dtomos y moléc teméﬂte %! ngecto a ellas, ya

el
J /po s eléctricos y

que, en los materiales hay que tener en“cuen /o fecto
magnéticos m/crﬁﬁop/cos

Cuando se rﬁaé‘?ﬁ
obtiene unaé ecuagiot

neslbncroscopmas se

0(@fm)
t
donde por (...) entendemos el pr @Iumen de dimensiones
macroscépicas.
Si ahora se define
&g P (—)n.l)g

. o [y .
y se introducen los dos@uevo ector% D="¢E+Py uH=E—u,M, las anterior

. =
ecuaciones promedlags mac@scoplcamﬂﬁ{e se reescribiran como

¥ 2 o5
s, =p
é“? & f;f

g ...,? V/\ j+—
cé’.!a
que son es macroscopl . formuladas por Maxwell para medios
e

materiales. @% .q-

Experlmentalmer@ M es la intensidad de magnetizacion, que mide el momento
mecanico por unidad de induccidon de campo magnético y de volumen, que
experimenta un dipolo magnético perpendicular al campo. P es una medida de la
caida de voltaje al introducir un medio dieléctrico entre las placas de un condensador.
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Por razones historicas, a H se le denomind campo magnético por considerarse al
principio que era la magnitud primaria. Durante mucho tiempo, hubo la controversia de

cudl de los campos, B o H era el campo fundamental y cual el g;rivado. Vemos que a

partir de la teoria microscopica, B es un campo real promedjg_?y H es una definicién
ésolver lasecuaciones del e/ecébmagnetismo. La misma

mp al promedio; D que es una definicion
2 I

situacion se tiene con .Edoue:
g .y # 4 Ty
matemética auxiliar. ﬂ": =

En sentido estrigto, se de

De la tercera ecuacién vemos que, p@ as polaZaéignes nddleculares o atomicas, se

produce una densidad de carga p,, al?)mo u@o@nte&?"
ﬁf = aﬁﬁt Al Y

. - @ i~ .
Esto sugiere la posibilidad de atribuir e& ﬁtls corrientes moleculares, como ya

predijo Ampére. Estas corrigfites son diferentés dgflas corrientes de cargas J a las que se
&

o
suman.
-..5"'

g
by
4 S .

Una controversia histériéa fu&ézv . f@l que aparece en la tercera ecuacion, es real o
solo un artificio ma éticcﬂ%/imos qué' sequn la teoria microscépica P procede de
un promedio de /. 3. olarizg€iones moleculares, y en tanto entendamos que el campo
eléctrico es un pr@"ﬂedio acroscopico, sU efecto es real, como se puede comprobar
en las cargas s icigiés de separacion. entre dos medios dieléctricos distintos que

e
provienen del, IQ@P 7.
£, e .
En la cuar ua&?n vemos queda las €orrientes de cargas, se le ahora suma dos
términos que acidan también como corrientes 9B/dt + V A M.

e

De igual forma, surgié la controversia histdrica sobre su realidad y los mismos
argumentos de antes son validos. Sus efectos se pueden comprobar en las corrientes
superficiales M A7 que se generan entre dos materiales con distintas constantes de
permitividad. Veremos en otro capitulo que, cuando un medio dieléctrico se desplaza

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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a velocidad constante respecto a un observador fijo, se le aparecen magnetizaciones
aparentes debido a las corrientes de conveccion de las cargas de polarizacion, y
polarizaciones y aparentes de magnetizacion que son debidas a corrientes
microscopicas originadas por efectos sdlo explicados por la P&)ria de la relatividad,
pero que se manifiestan en_lashealidad, como en el casoéde los generadores de

La ultima ecuacion de "' "'.h onoce coé"‘o Ley de Ohp, es la que
relaciona la  corrierite \de ice le h . camfo e/echoo aftravés de Ia
conductividad o ';- ' de ¢ porciorlidad ftn\de "l?b/erta por Ohm

' hle arla niesle teoria cuantica
ja inte @&n/crcbjépica de los

una /%Jn% scc:%ﬁ aproximada,

Se debe ter%e’g\ir‘) mente, pe q?;é: ec n& de ‘%)'(We// en medios

de los solidos, y 'su or/gen prow@gg de una
electrones con lﬂhq,_de ato embar
en cuanto v#/aa I3 relacign ‘

materiales s olo una“apreximacion ue | las relaciones de
constitucion es valida en tanto los campQ&no se& ria/ad tensos, en cuyo caso
las ecuaciones de Maxwell hay que mg@ificarla , en el vacio, fuera de
medios dieléctricos y magnéticos, las uaC/onq, egMaxyehson totalmente validas si

la densidad de energia es suficigementg# @ que los efectos de las

fluctuaciones cuanticas sean despreg¢iables

Como lo que queremos estudm?son I@ @men

en los préximos capitulos anah%remo to

o@'del campo electromagnético,
delos para el vacio.

Consideramos que un mat dlelectrlcogfa f do por una distribucién continua

de dipolos con una den@'dad volumétrlca P™Bhcerrados en un volumen finito V
delimitado por una supefficie S@Jya ngrmal éxtenor sea 1.

El potencial en un o e@mr al vplu@en se puede escribir después del algunas
transformaciones c 0 4

p(x) 5o .
w%ééneolx x| }ﬁg 47‘[60 PeY- V |d x
\9{:? v €2) A -7 . B@) P@E)-d§
—-E_(ﬁ ﬁds ) —_—
(%Vwémeolx—x| %4neolx—x| x+2€ | — X

Vemos que, en la superficie, P.71 actla como una densidad superficial de carga y el
interior del dieléctrico como una densidad de carga —V - P.

Por tanto para el calculo del potencial eléctrico o del campo eléctrico, un material
dieléctrico puede ser tratado como una distribucidon una distribucién de cargas
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espacial =V - P y superficial P-7, o como el que crea una distribucion de dipolos
volumétrica P

\ “Q"
p ado agnitud ma@scopququwrovme de un
promedio en voldmen de micr p'lcos c@orlgerm{o o molecular.

magnético para
dentidad

Por tanto, en la superficie, M/\n a com nsi Q‘superficial de corriente y
en el interior del material magnetlc AM 0pa defisidad de corriente.

Al igual que en el casos electrostgtico, elacul&el plencial magnético o del campo
de induccion magnético en mat n{@néti ilrpuede ser tratado como una

distribucion una dlstrlbuoor)‘iae corri e v en VAM vy superficial M AT, 0
como el que crea una dlstr‘@cmn de dl,bolo magéticos volumétrica M

\.
Sy 4 R o
@ = V #M =MAn o M

- R
Como ya hemos co adcﬁ es una cha"gjmtud macroscépica que tiene su origen en

las corrientes de or| m| scopicas. a y

En el caso de | Q‘&@Q ostatica en c-_‘- no hay corrientes de carga reales, como
V.-H=-V- M@' 0, existira co :‘a hemos comentado un potencial magnético
@, tal que . En analogia comiel caso electrostatico, en este caso se puede

-L : = g
calcular QL@@m q?ﬁ proceden deguna“tuentes ficticias de cargas magnéticas de

volumen y de su&dperficie

PM=_V'M) P5M=M‘ﬁ

Sin embargo no debe olvidarse que estas cargas magnéticas no son reales y solo son
un artificio matematico que nos da los mismos resultados en los calculos para el
campo magnético real.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Si consideraremos una corriente en un conductor lineal y un dipolo magnético, para
condiciones estacionarias la anterior ecuacién integral para el potencial vector adopta
la expresion simplificada

condu pife, el primeftérmino se reduce a una
expresion similar fr“r 'f ) el mo to d/'ps@r deda espira. Esto
era de esperar, pues va le, a o existip mono@os ’gnéticos, los
campos magnéticos son producidos por ]?élos éfagné@) @oscépicos o de
corrientes, las cuales siempre se deben ' o~
_ <

para%fclarar unos

’nu-
V.

Consideremos . ahora,

importantes conE}e‘p - | potegelal tor /B8 bien conocido
gue, en unlrsolenbid dio ra‘f g&%‘s por unidad de

e L (0]
longitud poWe ciredla_una-eofriente I pIican&Ia@@ﬂpére, la induccion

| es
de

magnética es cero en el exterior. En el i@fe{'ﬁor L?(@Q?an irigida segun el eje
<

g N9 9

Q“"é-o e

z,y en exterior es nulo ' -
B = uoN,Ik .en el terior {Q

El potencial vector en el interior d oIenoi(Qveé?é d@ por

S
Il
oo

d egﬁq
%E
2,
%
‘Q

que evidentemente verificaV

| teore de Stokes a un circuito de radio r

FHRrere

Para calcular en el exterigfy se aplica
alrededor del solenoide _gor el eéberior
o a8

o

-dl & VAA-dS = | B-dS = poN,Inr2

| @z

g
o
con lo que sera e@tenc@vector en el
Ly ;
Ko,

‘;}'h. & o
& "2
Durante mﬂ%’ﬂ o se d/scut/oﬁgfﬁénaal vector tenia un significado fisico real,

ya que en la fuefza de Lorentz sdlo aparecen los campos de induccidn magnética y el
campo eléctrico y, por tanto, se suponia que los potenciales no eran mas que una
construccion matematica, Gtil solamente para resolver problemas, pero sin entidad
fisica. Apoyaba esta suposicion el hecho de que al final hay que calcular su rotacional
para obtener la induccién magnética, que se suponia era la magnitud con realidad
fisica.
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Ademas el potencial vector esta indeterminado en el gradiente de una funcion
arbitraria. En el ejemplo anterior, en el exterior del solenoide, la induccion magnética
es cero, aunque el potencial vector no es nulo. Segun el electromagnetismo clasico,
no podriamos ver ningun efecto fisico sobre la carga y co?/entes eléctricas. Sin
embargo, se han hecho ex entos..de interferencia dq_"‘%/ectrones haciéndolos
st ‘v'ﬁ’:x‘:n de un so/e:f y se ha visto que la
- ‘1} ;\ del potencial vector a lo largo de la

mena' conocidagfomo gfectewAharon-Béhm,
solo tiene una explicaci a 'l tica yf ecuggionésytie Maxwell no
pueden predecirio. Veremos en otros '€a \ os qué*/as ecéor@ de Maxwell se
pueden derivar de principios mas generales|so d a&Sart/r cial gléctrico y del
potencial magng co por /o ‘se pueden c@s:dera €Or entées con una

realidad 7‘/5/c;a—pr‘rma‘_'L 4;:-"7 "".:' 3

Que la fuerza deilo sélo se mahifieste 2 través gad/ y un rotacional,
es un hechoxfortuito que'se debe.a o & de.tg elatividad y a que
vivimos en un mundo de tres dimensioneg-&spaci @ de nuestro espacio
condiciona como debe ser la fisica y taﬁzé:; la & /asefuaaones de Maxwell.
Otros ejemplos llamativos son que o en wp CIO tres dimensiones son

posibles las orbitas. estables ¥ quegfos fren% ond puedan propagar sin
distorsiones lo que permite que no ueda /da por el sol.

trayectoria de los

Iremos viendo otros ejemplos dqttomo /ch Isica Eand/aona como deben ser las
leyes en la macrofisica. Por eﬁ‘np/o 5:33ten es vectores tuvieran influencia
sobre la reacciones bioquimi @5 pod @e sitdaciones donde no existiera campo
magnético apreciable, pero&Fun poténcia se produjesen reacciones, lo que
haria cambiar nuestros crit@Fios de va/onaC/oH

- 5 L

A
D|scont|nu|daﬁs eﬁre meﬂ'ﬁ
1Y

Cuando existen @s megios matenale ~con distinta constantes los campos sufren
d|scont|nU|dadeawtr% sarlos. Una ec cién del tipo

i
5 £ T
Ky ﬂ*
se analiza t%n&un volumen cill de altura infinitesimal entre la superficie de
separacion.

Aplicando el teorema de Gauss a la anterior ecuacion se ve que se debe verificar

(D@ —BW) .7 = p,

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

donde #i es la normal a la superficie, ps es la densidad de carga eléctrica superficial, y
los superindices (1) y (2) se refieren a los valores a ambos lados de la superficie.

La anterior ecuacién también la podemos rescribir con la notacigp

donde por subindice

Si la anterior ecu

Y fé\e de s@a&b a@ya como una

érmin -sque @ntribuye a la
"‘-u-
superfj '-Q lbn

Vemos que la polarizacién d|e|ec‘ﬁ~ca é\-ﬁﬂ a's
carga superficiaPlefectiva, . que”proviene. de

discontinuiddd d“?F‘csmp )

La segundatgtfion cihematica d Maxw \‘n'l"er&tros a VAE =0, que
establece qu omponent ngenaal ca@ rlc be ser continua a
través de la superficie : Pt

- v &

g FAIS
P

Todo esto establece tamblen un mé@do par as r‘a,gnltudes deEyD.
Si en un medio d|electr|co congideram n@ndaﬂ%rgada y estrecha con una

forma de aguja el la direccié ctr|c , entonces el campo eléctrico
fuera y dentro de la cavidad @el m|s b

f'-f.l'" FETY
h‘]

'.:ﬂ‘ E 'fuera

Si en cambio deﬁmmos&na ca@ad d%for*ﬂ

cuya base sea perpen@lular@é dlrecc’R‘i‘ D, entonces el vector de desplazamiento
es el mismo dentroﬁhera de’la cavida

cilindrica pero de altura muy pequefia

i

se puede analizar como varian los campos al atravesar la superficie, tomando un
circuito rectangular de anchura infinitesimal que atraviese la superficie
perpendicularmente a esta. Aplicando el teorema de Stokes, se obtiene

AA(H® - FD) =],
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donde J,, es la corriente eléctrica superficial.

La anterior ecuacién también se escribe con la notaciéon

&
H(l) _]S ,_&?

N N L
da componente taggencial a la superficie.

Si la anterior ecua ORI ~.-_-f:, nosaen funciof™del vector de induccion
magnética, obten AR h }"‘ Ly 3.; 0 ~
AL S MY & °o
o

Az

Vemos que g’sep?m’- Ua cﬂmo una carga
7\

superficial _ ) mino @que%ntrlbuye a la
discontinuidad delicafpo eléetrico alfatrav a supe{ﬁoq

Como la diver [ B €5 cero, su compqnentqurmg-era tlnua
A (2 (1)
. BEAS B Q&'«'J' §'
De forma andloga a la eIectrpsta’?) se p fmg@? magnitudes de B y H
mediante los campos en- pequenas dade& Q "\

O
Si en un medio magnético, co erameeur]hawd alargada y estrecha con una
forma de aguja en la direcciongdel cﬁ néti@*H, entonces el campo eléctrico
fuera y dentro de la cavidad @el mis [
S i

E —
{? Hfuera ?: H

Si en cambio para una Qg(/ldad.‘_& forn‘% ci drica pero con altura muy pequefia cuya

base sea perpendicu affh |a d@coon ng ntonces el campo de induccién magnética
es el mismo dentro ueriét la cavidad

™)
'_l\.. _ §
'Q' dentro — PL

B
%\.‘ _‘:F fuera
En el caso d %\G cgypos dependien
continuidad C —
£
R & M
Vo +2=

en la interfase de separacion entre dos medios se debe cumplir la condicion

@ _,m _ _9ps
n n at

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Dentro de un conductor perfecto es E = 0 y por tanto E, = 0 en el exterior. Ademas,
en el interior del conductor, al ser dB/dt = -V AE =0, entonces B y H serén
constantes y por tanto J seré también independiente del t/emp@,y debera fluir en una

direccion paralela a la interfase. _5:,.
T e A
De las condiciones de cg componente ngfmal de B, y de que la

oy e H 'debe ser igual §¥a corriente superficial, se
deduce que no puede thaber nunca un \Gampo vari denh@. d&lin conductor
perfecto. 4 - R (g? ZJ

0\
ce ) o afecto p ~° Q’sk/n en que la
v’ﬁ el ca @en dentro del
Ue.sevacia g‘mz‘er/ wp‘condtietor grueso, ya
Srna esagéna pr. amlente contribuye a la
P2 praiagipnte 9 contribuy

d
i+
|

corriente fluye

conductor.
que en el tn nspoﬁ

conduccion de coffiente. %}. Q L
Otra forma de Hm/za( la“conduccion eléstrica e ce& co tor compuesto por
multiples f//amentos : 3 § & § E"""

s en movimiento, las
mucho mas complejas y
dentes de polarizaciones y

En otro capitulo, veremos que, en‘?’el casa-de ate
condiciones de continuidad debido
agnetaciones p,

que aparecen nuevos éfectos com
polarizaciones originadas por m
pero que se observan en los g

,3 .*%76"

Principios de cons&rvacmn*

Sequn la teoria de Loré'ﬁtz /(Qﬁampoﬁ agt,’lan mediante fuerzas sobre la materia en

forma de cargas elé @ornente@ ‘que son cargas en movimiento. A partir de la
fuerza de Lorent, ede ca/cgiar el trabajo W hecho por el campo
e/ectromagnético Qbre/ ateria, que viene dado por

b

W= f(ffL Q“dg[([(pﬁﬂﬂ

""b‘b

f t
pv @‘U>d3x— (f dt)d3x= fd%fpﬁ-ﬁdt
0 v 0

Haciendo uso de la segunda y tercera ecuacion de Maxwell, obtenemos

Lroo dl
)d3x) dl = f(fv(pE)d%c)-Edt

BTl TAE-5 0 5.8 _ 5 gam 5.9 .98
JE= ot ot ( ) ot ot

Enrique Larrea Bellod

109




110

Los significados del campo electromagnético

que introducida en la anterior ecuacién nos da

fdtf(E/\H) ds — fd3 fE-dB—fdﬁixlgﬁ-dE

La anterior ecuacion es una_gcliagion de conservacion, qqet,_‘%"e puede escribir de la

forma
&
S A B
- Y
H-
b2 2 .’3;
'{:*
que nos dice, qlie ajowréalizado por e lafmaterigtientro en un
vo/umen dad_ Mert'n /a creagion c energ/ @ﬁp %’ctromagnet/co

/e po /C/eQ@ dicho volumen.

En forma di%‘e:%ial, obtenemos-una ecuact de co%m@on@ de la energia

. -35
- 8.0, 1 ﬁi\
ke ( & .\. ’ @)’)
Si se define habitualmente las magrﬁdes deéér@ }:9"
w, & - (E D+H- B) n51d§ e@rgiz@'campo

)

,O

. z
de energia

S.“EAH ¥ector E’?
El que la anterior ecuacién conservaL e rvacion de energia sea local y no
global, veremos mas ad la invarianza relativista de las
ecuaciones de Maxwell. Ef‘"

S i
El término J - E = aEZ&’s la eﬁerg/a p&@dad de volumen y de tiempo que cede el
campo electromagngtico a_ld materia e se invierte en disipacion de calor por
efecto Joule en /os;h-&ondu‘@res iy ¥

Evidentemente., l%arasfgr disipativo dél| nergia solo tiene sentido como un promedio
macroscopico, g conductividadidepende de los fendmenos microscopicos de
como se m /as}\ gas en los conductares.

Haciendo un :ifnaéﬁg similar en fun

1 - -
we=5(0p+]-4)

i

~de los potenciales, obtendriamos

Esta ecuacion es importante y la utilizaremos ampliamente en otros capitulos, ya que
nos define como la materia (cargas y corrientes) interacciona con el campo
electromagnético.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Un hecho a observar, es que la ecuacion de la conservacion de la energia se ha
obtenido empleando solo el sequndo par de ecuaciones dinamicas de Maxwell, y por
tanto, esta contenido implicitamente en ellas.

@
Es también de interés calcular eI momento del campo elecg@magnetlco El trabajo
que realiza el campo electroia ,;TA Ousobre la materia ~én forma de cargas y
e ariacion de I@nergm mecanica de las

5 <

2] »
& oY
VEd3x 9 Q’ ‘o
g ] .
J "'i
Partiendo de _ ﬁne las=Infesaccigh’? del  campo
eIectromagnFﬂ igteria, 5 1a iacic’m@ ento'ge las cargas
L | vy N

e, 8 o
Utilizando la tercera y.‘cuarta ecuacién_@ Max de%ar pyJ, después de
hacer algunas transformaciones vectorigies se | e 3

PG
y 7 es la normal exte i de %‘uperﬂaq‘swe encierra la materia.
s

a sobre la superficie. Tomando un volumen
r se anule sobre la superficie, la anterior
ento lineal total de la materia y del campo

El tenso de Maxwegllactua rbmo una fue
suficientemente grandesdonde el tens
ecuacion nos cﬁﬁ%u suma del m
electromagné, Lés_@nstante.

. i . .
La densid e mento P, ‘Wﬁo por unidad de volumen) del campo
electromagnéticdaiiene dada por

p.=DAB
La conservacion del momento lineal total se puede escribir en forma de una ecuacién
de continuidad local
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d . 6T,\ij
a(pm pv)L - a j

donde g, es la densidad de momento de la materia. ‘-?

2. energia y mo '%to entre el campo
Jue /a cantidad tot#se mantiene constante.

Hay, por tanto, un
electromagnético y la matef

Veremos, mas adelafite ! esto se-deb "FI*_: /nvar/a/? de las ecugcipnes Maxwell
ante translacioneg transi ) 'vh“ o :0 &'
- { f '.!.J .-_E.'.' m
Para el vacio, siicomparamos la den Jad de momérito coel @or Poynting del
flujo de energfa, vemos que se verifica g ~$ o
- /
£ e e act @ @ :"‘? m
D N AR A4
s
Por tanto, eﬁ vector Poynting fara el campo ‘éfectro eﬂp t/en&na doble funcién
como densi e flujo

ia y co ensj mo to lineal, con una

constante de proporcionalidad que es la /oc@&/ za drado. Veremos mas

adelante que esto es debido a un efe re/at/v r la equivalencia entre
& ,Q

energia y momento. &","’

Todo lo anterior también nos /nd/ que unmq@ n f/ del espacio en un campo
electromagnético dependiente tiem 'gs a una fuerza de volumen
incluso cuando no hay cargas n/ rr/en% dada por

= igﬂﬁx = (ﬁ 'jnde

Un hecho destacable es-.éﬁe omento ()Bi/ campo e/ectromagnet/co proviene del
término de la corriente !%' de zam/e@to ﬁgm las ecuaciones de Maxwell.

T s o

m!

Que el campo electrémagn®tico transp;o‘r% momento tiene como consecuencia que
en el vacio si un .g@mpo radiacién*&eifctromagnética incide sobre una superficie

ejercera una pres
3§ J
f-?,"-..
Aunque la IOIL@G conservacio energia y del momento es correcta, se

plantean si bérgo paradojas c Se trata de ubicar la energia del campo o el
camino de su cirfdlacion si no se aplica correctamente el vector Poynting.

Lﬁu.;mu-'_
b
=
o
O
|
S

Las integrales para el célculo de la energia debe extenderse al infinito, donde en
general tiende a anularse, excepto en algunos casos, como los de radiacién por
aceleracion de cargas, en que su integral de superficie se aproxima a una constante. E/
vector Poynting en estos casos juega un papel importante.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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A la densidad de momento del campo p. en la literatura técnica es frecuente
designarlo por §, el momento total B. por G, y a S. simplemente por §

3 ecu

(S

obtiene

Aplicando Ioﬁ@%os

de moment@u]} : ]
o~ A o SR

y la ecuacion de conservacion del momgffto an
i on 8
electromagnético toma la expresion  +

d -)“E i
& a(lmi:+l 3
~ 8
donde v \& g
= i

i

, 4 .
siendo &y, €l ten_sér‘totaLﬂente antisimétrico de orden tres.
iy

Hay, por tanto, - 3 tem?mb/o de mo to angular entre el campo electromagnético
y la materia d qﬁe la cantidad tota/ se mantiene constante.

Veremos N%ﬁeléhte, que estoyse debe a las propiedades de invarianza de las
ecuaciones X\@ ante rotaciones € el espacio y rotaciones relativistas en el plano

x,t, y a que el tensor de Maxwell es simétrico.

Otro efecto relativista, es la conservacién del llamado momento angular de espin
clasico del campo electromagnético, cuya densidad de momento angular viene dada
por
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-

lespin =EANA
Veremos que existe una justificacién cuéntica para su existencia.

. L L .
Las ecuaciones del campo electromagnético fueron un gran logfo de Maxwell y tienen
un gran poder de predigelon, Peroy no todas las -@opiedades del campo
electromagnético se deductt dl &
oL

la .gg.variante, que
U Jjustificacion a

><f .

: § §E
S <

.9%0

4
Una vez conocidoMa

ergia.@n un si Qs in ato el cdlculo de
las fuerzas se producen e S distir:s,.‘I partes:3 ﬂ* &
Si W, es la energia total del campo elec_t@nagn@ es anabajo para mantener
b

la distribucion de cargas y corrientes&@h\'L equili\'r eraf:i,umplirse el balance de
<

energfa S5 & é O~

Po tanto, ante un desplazanjiento
sistema se producird una fue[fa F da

ﬁl,,@de juna partes constituyentes del

g - N E
{? F-dx = gW . e bete
) oy 5 -
o lo que lo mismo v \,‘\:&’ 8}
$ o PG,

. . i\ .
donde Lgte 5|gn|f;u:§‘que &@'mantlenen__ @stantes las corrientes y las cargas.

o
Si en vez deafsp&?amiento virtual: fuese un giro angular, tendriamos que el
momento de mbrj&seria :

% & w2
N =25 W beee
Muchas veces conviene diferenciar en W, =W, + W, entre la energia W; de
interaccion entre distintas partes separadas constituyentes de un sistema, y la
autoenergia W, que se requiere para la formaciéon en equilibrio de cada una de las

partes del sistema.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Si la autoenergia de las distintas partes del sistema es independiente de la
configuracion relativa que formen las distintas partes, entonces el trabajo virtual para
una configuracion dada de equilibrio al desplazar alguna de las partes es iqual al
incremento de la energia de interaccion y sera por tanto ‘{?
c‘f

%

pardmetro fisico
conociendo cual

Lo anterior tiend una aplicacion inmec ‘9 . La fuerza y el
: -
momento que a“(i'\ ﬁ'\drﬁwa por
. -
i S
: Q¢ L
x A
De igual forma para un-dipolo magne’uc de\&maon magnética B

se tiene

Los conceptos de fuerza e in hacer una distincién intuitiva

entre los campos E H y D,B @r sus e

Por la ley de Coulomb, u ampo e/ectr/co pre produce una fuerza sobre una
carga, por lo que S/emafe es@o.svb/e\ comparar un campo con otro mediante los
efectos de sus fuerzas, & L

Por la ley de Ampe@' un a€ampo mac %:f/co H constante creado en el interior un
solenoide se puede-med/ or el mome  que crea sobre un dipolo magnético o una
aguja imantada, %\/og?e siempre es u_. comparar un campo con otro mediante
los efectos de sé':k ntos. :

Por las e e%ane d/nam/cas de ell un campo D externo constante es
proporciona carga maxima-inddcida en la superficie de la lamina de un
condensador al ri r en un campo eléctrico.

Por la ley de Faraday un campo magnético B externo constante es proporcional al
voltaje maximo inducido en una espira conductora al rotar en dicho campo.
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Los significados del campo electromagnético

Estas definiciones experimentales, junto con las que se dieron para la continuidad de
los campos en cavidades de materiales, han servido histéricamente para justificar las
definiciones de las magnitudes del campo electromagnético y muchos autores a partir
de ellas han construido toda teoria del electromagnetismo clsiéd.

' .:l’_’_'-' — - £ l.c';\u

spIazamien&@ virtual manteniendo el

1ta que el trapdjo W,efectyado por las de
1 Qg@ el tiygdo p

W, pQl lo q {egpensan y no

i N Iaqkorrie%? ofStantes. Solo en el

equilibrio entonces, se'de

baterias se invie 1
aparecen en el balance de energfa si se ma

-

caso de que las corrientes no sean consta %giﬁn congiger el balance
Aot I \ "Q
— S B 4
De la simetfia del moyin e sacar}@ i stiﬁ@o’n sencilla del
origen de la\ley de Faraday. - cg?' &
i i ’ * {'u
Supongamos que tenemos un campo B Lonsta cargglg que se mueva con
una velocidad ¥ suftird una fuerza 4= v @

una fuerza q}b q} b‘? @'J

Como en este caso la cag q esta fila yMas anteriores fuerzas tienen que ser
iguales por la equwalen‘c‘. relativa deslos movithientos, debe existir en este Ultimo
, . . 5
€aso un campo electrlc%bquwa@?ﬂte B
Sy 3 8
& & *.-\'_"F-F SA D
Q EX==UAB
, g e . .
Esto se puede /ntq[z&retar mo el origen @el efecto Faraday, y muestra la equivalencia
de la electricida el magnetismo. L@s| movimientos inerciales relativos establecen
que, el campo ¢ ricg,y el magnético Se transforman entre ellos sequn relaciones

~

bien estab/e% . ]
4,

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Simetrias en las ecuaciones de Maxwell

Un hecho importante de las ecuaciones de Maxwell, es que en una inversion del
t/empo si camb/amos t por-t, deben cambiar B por =B y A?Ebor —M para que las

mente, por la Ley de Ag)"}’)ere vemos que B y M
invierten su signo cuandoué f”' i \ vierten de sentidq, 5-

Sin embargo si se int £ .-;f' BMos queé%otraba/o hecQJpor el campo

electromagnétic ; nidac n y tie cogs J-E =0E?,
por lo que las &uaciones no son yaL 1" antes fri ate a m@sﬂon temporal y

tienen un caractér disipativo, ya que o £ es la eﬁ?rg/’a c@ %@sw a por efecto
] em n&

Joule. Por tanto, invesion de/ iempe y una flecha
del tiempo refaci a-c?trop/a ﬁE";-" "b'*
[ =
Todo esto sé puede r ir diciendo Que

£
L\\ﬂ A(,ﬁg;_ ZA, ) _g. f®(>ﬁ:??) B%(ffé

Otro hecho observable es que; si hac s un e n ed@acial cambiando ¥ por
—%, las ecuaciones de Maxwell son ipfariante8si a s | agnitudes cambian su

signo excepto B y M . Otra vez, b? Ia le e pe’ os confirma que ambos
vectores son polaresy no-se invier wb SIO ejes. Por tanto sera
A(-%0) =g (f,t)§ ,%5( L =0E0
7 "*

y A sera un vector polar. é)
Esto también puede verse gartir de Ia&u:r‘! rentz

P, —‘&'(E w‘?B)

que debe ser un VE.. r pol observable& ¥ por tanto
sy
uﬁ;&(x.sﬂt) = F & 1) ﬁ

@S
En ausencia d ﬁ corrientes de c‘
ec

magnestosta trostatica

rr

F &

VQ) a1‘T+d£/\ﬁ/\ff
at  dt

A«‘f'

F (%6 =-F, &t

duccién, las ecuaciones de Maxwell para la
ison invariantes ante el cambio

(B,H,—M) < (E,D,P)
por lo que las soluciones para problemas con sélo dieléctricos o sélo magnetizaciones
son analogas con el anterior cambio.

Veremos que todas estas propiedades estan relacionadas con la teoria de la relatividad
gue unifica el campo eléctrico y magnético en una sola identidad dual.
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Los significados del campo electromagnético

Unicidad y complitud de las soluciones de las ecuaciones
de Maxwell

Las ecuaciones de I\/Iaxwe// son 8 ecuaciones conl2 /nc@/tas (E,D,B,H). Las
 otra \fcuaaones Por Z‘aﬁ'[o tenemos un total de

. [’r M .. I_ e '-h .
Sin embargo, no tQ "5!‘2 bles son ._"‘a;ﬁx ndientes, que oshgmos visto, las
ecuaciones de Maxwell"cor es (mp//q comg, 4as @ptjaaones de la
conservacion defla carga y la energia. S ' "n%o a néfisis se e dn los potenciales,

ya que @ y A obedecen a ecuaci nes das /&gﬁw d?é ecuaciones
con 4 /ncogn/tasu.qm mw’t"‘ \ 7 @

Tras ello se sconde / téorema de (e nos @ tod&kampo vectorial
C ig.thnos ecuaciones para
3 incognitas: e qu&h plicakle los teoremas de
unicidad del algebra lineal a /as ecuaCI S d@ /' s de primer orden
como las ecuaciones.diferenciales.

- ~ Q’

Siguiendo a Zhou, un campo electr agnet|¢b esta um@amente determinado en

una region V limitada por 'ﬁﬁa@perﬁaeﬁ%@ra f@b tiempo t >t, por las

condiciones de los valores del ¢@mpo &&tri etlco en V, y los valores

tangenciales y normales de las c poneé d‘?a ectorial eléctrico y magnético

en la frontera S de V para todagt > to? g:
n

Las ecuaciones de Maxwell ﬁ:en una qu #9n con las siguientes condiciones

2L
VAE = @—‘ﬁ) é" EE‘(:’E,\;) =EXt)en X€S; t>t,
) 3 ¥
— — '_—-='1|'::|
VAH = .hH(Q,t)—HS(x t)en XES, t=t,

a T
ﬁ ggﬁ?’”ﬁ
VodeE) iy
H 0

;«;@ A |

Donde S; e Qmaﬁtermmada ZOn

complemen de forma que. Sz 0'Sy =

La demostraci n&'hace por el principio de contradiccién. Supongamos que hubiera
dos soluciones distintas E, y E, y H; y H,. Llamemos

S ooy
1
1

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Restando las ecuaciones de Maxwell, tenemos entonces

VAé=——(uh) e t)=0en €Sy t=t,

Pueden suceder g

Supongamﬁi‘tn
s i

.

De la independencia de las co?ﬁboﬁ
podemos reescribir la condicién d{-‘tont

$ i,

donde 7 es la normal a |&§uperficie

odemos escribir
p ba' éi’

& =

Las ecuaciones pa@fse ??ribirén enton y
So F T (uy)s
iy V- (uvos) s

‘%:’ 7t ( £

&
De la reIao@e & w
&
© . (05705) = u(0;)’

se obtiene la siguiente igualdad después de aplicar el teorema de Gauss

119

f u(¥0;) dx = f UOT0; - fidS = f 1090 - fids
v

N SE
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Si Sy = S, sera entonces

&

S.siempre mayor o~§ual gue cero, debe ser
en contradics@n con la hipétesis inicial,

Como es u >0, y la primerasintég

= e e
entonces V@ = .
por lo que en este cas

El segundo caso,
se reducen a

i
Q¢ @
Si Sg =S, slquiendo el .@aso&%mero, se concluye
que debe ser é = .,‘:p'
<

Multiplicando escalarmente | p , la sequnda por é y restandolas
obtenemos i

(;Jiz + £8?)

& TR
Integrando entre t —Eﬁ/ t o’;ﬁenemos A
.';;s'dt — : .:
,34 deap(éAh)-1dS+
5 0

S

NS S e
Sera (& /\h).;ju 037fi A é = 0 en alguna, zona de la superficie S; y iAh =0 en la

parte comp@@en@a Sy, con lo qUesera
@)
j(séz + ,uﬁz)d3x =0
|4

Como ¢ y u son positivos, el integrado serd siempre positivo, por lo que debera ser
=0y h=0,ylasolucion debera ser Unica en el interior de V.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

El caso de la electrostatica y magnestostatica (ecuaciones independientes del tiempo)
el campo eléctrico y magnético se desacopla, por lo que la demostracién de la
unicidad requiere un tratamiento distinto.

Aplicando razorg 0
solucion, deberan verificarse las cond|c |

En magnestf)statlc.e I :

de un campo vectonapgQ

Existe un importante t rial que dice que todo campo vectorial
estd univocamente determin Si se. en su divergencia y su rotacional, para
unas adecuadas con /one contomo i’}

Si V es un campo. H@ctonﬁ%ue se anula‘léﬁ el infinito, entonces se puede escribir de la

forma
té’.!a ; o
_@ VL+VT.- _—VQV'FV/\AV

s
donde V, ‘—% éﬁ s la denommMonente longitudinal que verifica rot V, =
la

0,yVp=V /\A~ componente transversal para la que V-V, =0

A @y se le denomina potencial escalar, y a Ay potencial vector del campo V.

Evidentemente se verificard que
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Los significados del campo electromagnético

Como AV estd indeterminado en eI gradlente de una funoog)p podemos imponer la
condicion auxiliar de V - Ay =05

Se define

\°) Q?)
e .
donde por V., se entiende que I3, xtﬁj todc‘Qespaoo.
Sy S
Teniendo en/cuenta ld idept ad ,.B- '
= S @

donde §(¥ — X ) es Ia funcién delta de D@c qu f@ E?
C- o
SE-DVE)dx =) y E\ﬂf i?;‘: =1
Voo f= Q (%] ¢
122 L -
se cumplira entonces -

&
F
i}h

De la definiciorz&‘ﬁm tenemos |nte ando por partes y aplicando el teorema de
Gauss %G' .@

V(&) -dS V-V @) fV‘ V(@)
Y = d —)——)\d3
f4n|x x|+f41t|x X7 x 4m|X — X7| x

o

y sus transformaciones histdricas. 22ed



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Se ha tenido en cuenta que la integral en el infinito se anula, ya que suponemos que
el campo en el infinito es nulo.

Por V'y V' A se quiere indicar que los operadores actlan sobre la variable X*.

i
A partir de la identidad vectorjalissaes s ‘é‘i"

> =
.

é?gﬁ:r‘:a‘Hgse o

4

y como ¢ es

123

N

4T|X¥ — X
Seo
| S
donde las integrales d@upe&?«e se

Por tanto, el Teorreﬁ de Belmholtz r
anula en el infinité=3se puede escribir d :

N VAVE )
s £
Voo

QL

‘?\G .@ ]_/)=— ]7+V/\ %
siendo "&U q‘*‘ 2
@ & T e
Oy (*) = f4 %— %
Veo
L [(VAV@)
Ay = f47r|x—5c"|
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Hemos hecho esta larga demostracidon por su importancia, ya que nos permite resolver la
ecuacion de Poisson para los potenciales en situaciones estacionarias.

Este teorema es facilmente generalizable para situaciones depgndientes del tiempo,
para obtener los potenciales retardados, como veremos mas ag?ante.

.

N
ortogonalidadégntre las componentes
oL

By ﬁ’ .
e anula finit Y
> anul nerll‘%@n |n|o:0‘o

B K,
a@/ersal rﬁ@ran Ig’relaciones de

En el caso de cargas puntuales, | cuaci sétern@‘toman una forma mas
. i g— i .
simple. Escribiendo las-fuentes en fdAcion d&"@ da de@ac, tenemos

donde %,.(t) es la trayect%ﬁ de la p'a.f:tl'c C na carga q,, %.(t) = dx,./dt y su
velocidad. Se verificara enjencegx
@

:
Il
&bf’-i@m) = 4B - 5(% ~ £,(1)

: ;ﬂP v /‘ng t) = q'f — %)) A (D)
N 3

y los potenciales de_Helrholtz toman
de hacer una i Cig por partes
L

@\%%Q§ 0D G 50) 5
& .

i

_ﬂ (J_C)—)_C)r(t))
AR AGIE

A T,(t)

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Teorema de Poisson

El teorema de Poisson establece que todo campo vectorial V regular en el infinito
admita la forma integral ‘{.‘?’
> .,..P-: ":__._f | \)) B V\ A (V A \?\))
V(X) "'".:.,- . —a o e S -7 d3x‘
LA T X — X | “;2‘

o Y
onarias es equivaleqte akdé Helmholtz, ya
ilares dfas e daSanteriormente se

El teorema de P 1€l
que utilizando transformaci
llega a la expresion

En ambos t mas vemo 3 . 0
su divergencia y su rotacional, y-la utiliza de L@o teQe
cuestion de conveniEncia segun su aplicagion. ~F §J
8 L O
" oy ] Q O /= .
En el capitulo de teorfas-de la caysalidad @mﬁl ;?se modifica el teorema de

Poisson para considerar campos endig@

F g &
Potenciales depeng@ntesn el 0
5 3

El campo eIectromagné&éf) ensfuncié
dados por o

Si se toma el r q’onal?n las ecuacione
potenciales las cﬁes deondas
R0 | i

%

Los potenciales estan indeterminados, ya que el campo electromagnético queda
inalterado por el cambio
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A+V

o~
>y
Il

s -
habiéndose omitido la prima en Iosﬁ S potatia@t@ rmados
one

La soluciéon integral para. esta§ ecu

SV %quueéas adelante que viene dada
por &L

Vemos que en este caso, el potencial eléctrico @ es idéntico a potencial electrostatico
estacionario instantaneo.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

La ecuacion del potencial vector se puede separar en dos componentes longitudinal y
transversal

En el vacio donde n¢ X ) dex s 4 estE{?o se tiene el
gauge de radiaciois ST i LN :0 0
§
y los potenciales verifican la e ey E‘?
- ¥

Componentes i‘on'gibudinal etiﬂe las ecuaciones
vectoriales de Maxwell ~

Los teoremas de Helmholtz y {Poi dd&dgomponer las ecuaciones de
Maxwell en sus componentes |

o
o
=
g &
¢ o
y las ecuaciones di icas Jor
YN
=iy
5 o

Las ecuaciones longitudinales son en realidad restricciones que fijan las componentes

longitudinales E, y B, y por tanto, no son verdaderas ecuaciones que determinan la
evolucion dindmica de los campos, como veremos mes en detalle con las teorias

gauge.
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Para medios materiales isétropos y homogéneos las relaciones de constitucion se
pueden descomponer de la forma

SEL,T=BL,T .uﬁL,T = §L,T L]
£
$
Por el teorema Helmhal ;,Fé'
~
r
o O
A @z se le dehomina habitual &r' Iaci%ado con la
componente_ Iohdmal ectrico. {? q,
En funcion de los potendiales electroffagnéticedy las co @es débcampo eléctrico
toma la expresion® # & q}.“{ Q ‘SJ
= 04 PX A
F o Ep= — 3 i/ A‘ % ..Qb '\.‘?
¢ 9% -§ y S
iy g WS
— D s

habiéndose definido " . ‘9 ‘Q ‘Q Q

Mediante una trafsfor
imponer las condigiéne
O

a5

"&U 7 - Gauge de Lorentz
o o

@e é"’V'AL =-VQ; =0 Gauge de Coulomb

por lo que A, esta determinado solamente por la condiciones de contorno. Por tanto,
para definir el estado dindmico basta fijar las posiciones y las velocidades de Jas cargas

y las componentes transversales Ey y By.

Con el gauge de radiacion, al no haber fuentes de cargas serd @, = 0.

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



03 Teorias vectoriales del campo electromagnético

Las ecuaciones de Ay @ para el vacio vienen dadas por

Observemos que @

cargas p, por lo g ' ctr/co I gado a /a@osMn instantanea

de dichas carga or ello Er se debe q o] : : tijn caripo d@@d/gan externo a las
anteriores carga W T i) g éo ‘S-.
Una propiedad |m<t)rtante es'gudi«- Eb Fi -:“? é”
I,r'_ “‘“-\ - - QL?_) G@:&H @t

.l- R =—==1+V0 Fi Q"'b QJ
que nos dice Ay (D'L siempre ur_g,i%‘ana %n&unaf&nsformaoon gauge
de. Esto sugiere, que ‘en los sistemas @ctrod |<§se ina la incertidumbre
gauge si se reemplaza 4 por Ay y @ ?@L Lago nentg™d, no es invariante ante
una transformacion gauge, y por tant, no es o u ervable medible, por lo
gue lo mas adecuado es *éTm| rlo de uacﬁpes fisicas mediante una
transformaciéon gauge convenlen@ De qge e enta que los observables
medibles mediante las fuerzas |ntera po eléctrico y magnético, ya

que son invariantes ante las tra%ﬁform

De acuerdo con esto, la de ad fe fUEr L tz también pude descomponerse

en una componente Ionglgl}dmal y otra:irang e

= p%& —p%L

al ser V-4 = 0, entonces el potencial
7. Las ecuaciones de A; y @, para el

Consideremos a

vector es un ca%?)
vacio wenen@c 4
S U

@QL & S 5 1 024,
@ VA7 = —uojr + IR

p

veg, = -2

0 e

donde J; es la componente transversal o solenoidal de la corriente. La corriente J
siempre se puede descomponer en una componente transversal y otra longitudinal
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J=T] +Jr

de forma que se verifique

La compone ong|tu' -
posicion instantanea deﬂfas cargas

Como veremos en el capltul eorlas @a asociado a un campo de
radiacion externo. Las corrien trans dinales se pueden obtener a

partir de la identidad vector|

_ [V XD s
=0
La cornent?%@t aI también se‘puedes

oE, a
—Vg,

—E&g—=—=¢&

]L 0 at Oat
Todo esto se puede ver también de otra forma. Si tomamos los rotacionales de las
ecuaciones vectoriales de maxwell, después de algunas manipulaciones simples, se

llega a que el campo electromagnético verifica las ecuaciones de ondas

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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et -
.--
Nal e loN: -'va‘
A Il !_, ‘,‘.‘\-\..
o s W

%

4
&
o
3l
dles y transversal@s resulta

—

v -.:: ..- {rf L W

_41150 Ix—x |3'D(
Vemos que el primer término ca
efectos del potencial de Coulomgr’retar

La componente transversal t?%&ﬂ S

s ke aJE(x
BT 4
& V.
o = 4
El segundo término Fido @ vanamqm% corriente con el tiempo, analizaremos con
detalle su significadgien elébpltulo de de teorias de la causalidad.

& F .
De las iden*uda%g} @
@Kc; ﬁzd% = IME2d3x+fEL Ed3%

jET ELd3* = —fv¢L Epd3x = —jv (¢LET)d3x+f¢Lv Erd3%=0
fﬁfd” - f(ﬂpL)zdﬁ‘* - fﬁ- (¢LV¢L)d3*—f¢Lv2¢Ld3f :f%d

se obtiene la relacion

f.aw

%
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& - & -
?" E2d3% = 7"[ E2d3% + V,

donde V. es la energia potencial de Coulomb instantanea

Z‘ q-q
Tl |fr Tgll

Ly
L

g mgila eél%ia potencial

Un método de Séparacic
@ instgptanea esto solo
c’;q asieStdtica. Segun esto

asociada a Ifﬁgﬁkﬂag.
es aplicablel a particu
sera

Evidentemente la fuerza F.(&) que att@a re rticula situada en X, sera

o Yol Tl G-z
F‘;‘(J—E‘r') _EEGEL@t) = E ¢ (X xl)
M -

0%, A4me 7 —z
__,‘gxg*’ 0 l¢r| r f1

FLEEF

e,

@ L
La energia asociada‘:?’camp&endré dafg%or
N i'l

&,

~ -~ <0 =2 232 b
]@g E? +¢?B )dﬁ

_ ‘;}G & ;
AW, sela cs@ h‘@ualmente como

e
Puesto qu@?@ e@é}gia radiada%aﬁa por el movimiento de las cargas es
despreciable, F?T@s el campo que una carga de prueba experimentaria si todas las
particulas fueran eliminadas del sistema, y corresponderia entonces con el campo
eléctrico de radiacion externo presente.

i

v =2 f (B2 + c2B?)d%%

energfa de radiacion.

La energia del campo eléctrico longitudinal esta asociada a la interaccién instantanea
de Coulomb de la cargas. Debe tenerse en cuanta, aque el campo eléctrico no puede

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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ser nunca puramente longitudinal, debiendo existir también una componente
transversal su varia con el tiempo.

La variacién de la energia del campo electromagnético en esta c@,so viene dada por

- -‘EJ
)
il
o 5
~
W OEE @
que es la (expresion dk Vacion ( ara @ componentes
transversales, y qck oma /a/e&T esta asociada a
la parte pro z nergia. La parte de
energia del campo no pTopagante w,, e@ asoa ente longitudinal
R = s &
WCL = i EL2d3x é'—.fp 3{ 25[@’@; t)
ZV,.;:'-A‘&’SOVQ Q IS
e o Q N 133
Su variacion en el tiempo sera & éqb(? q?'
AW, O
C.
dt = fof ¢ dsxg.% J dige= —2q,V, - E (%, t)
& :
En volumen V, se verifica ¢Pbalance deiene ia
~

W, dW

La energia de las p_\a? cula&ue es gauge
L s

dé, _,_.3ﬁdVC 5 o o D=
Gt J] Ed x+E=f]-ETd X =2q,0  Er (X, t)
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es decir, las particulas en el caso no relativista adquieren energia a partir del campo

eléctrico transversal Er de la radiaciéon externa, manteniéndose la energia total
siempre constante.

&
A partir de las relaciones de ortogonalidad y de las ecuacioneﬁe Maxwell, se obtiene

para las componentes transy J_;r,’;f - &

Por tanto la ¢ ponente transversa !

componentes transversales de la derzﬁﬂgg de
propagante ?QL M ]

§CT d=Ef E:T /\ T. ‘t ..E "
Para las componentes trar

La componente longitudinal de

longitudinal E,, - 8D, /dt. g

=3 —>‘“"
energfa al ser fSScL . d&gﬁ 0, @r tan
del flujo de energia. & Q?

El momento trans,\./‘.&rsal d rbampo eléctr '
la parte propagagte. S., @l flujo de energi
. 1 M5 L
Pr= di@ & f(ET A By)d3
< ve

Para las componésites longitudinales, haciendo unos calculos similares se obtiene

& J.(ET AV /\/TT)d‘?'x =g J.E{aiAJT'd%
v v

-

PCL =& f(ELAET)d3x
Vw

Teniendo en cuenta la identidad

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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EL A§T = —V(Z)L A§T = Q)LV)AE)T _v)/\ (¢L§T) = _Q)LVZA)T _ﬁ/\ (Q)LE)T)

se obtiene

B € v
ponenta ongin@a/ @ momento del

L]

/]

Hemos visto an ue @ ,,go'iz- deCouldmb in t;;&g gqg?ado por una
distribucién /de “cargas, ¥°E, = - Vo o elé oﬁociaﬁ'a la posicion
< QJ

mstantaneawi argas. . \2{ Q &

Por consigul E; esta d ,fampo %ra@'cié terno a las cargas.
Veremos en el capitulo de teorfa gauggp que ﬁt@ im@t antes consecuencias
fisicas cuando se quiere separa la eneggia totaJh par& S
otra al campo electromagnético. S5 &

ociada a la materia y

. = ;
Una relacion importante de los poténciales @

fp/fd3x = —¢g, jﬁvzﬁx

Veo Veo

Il
e V)
w
&
Il
|
&
—
1S
<
>
josl}
)
=

€5 -
fp/fd%c = —saf) B A §d§x o ABd®x =B, +PB, =B
g
Voo EJ" 0 & % Voo
El momento total vien&?ado r 2
—)& =g % ;F.%} =g =
Q,-ngﬂ%of L+_2J.ETAHd3x
Voo

o ;
3 k.
. 8 I it
donde P; es el% enfé canonico totalidefinido por
=7 o

que es invariantéZante una transformacion gauge, siendo B, el momento mecanico
total de la materia, y B,, ( que no es un vector longitudinal) la componente del campo
que contribuye al balance de energia. Para un conjunto de cargas puntuales toma la
expresion

A

I_J)L =2 (mrﬁr + Qr“TT(J_C)r' t))
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Los significados del campo electromagnético

Veremos en el capitulo de teorfas candnicas, que este momento corresponde a la
suma de los momentos canénicos, y que es gauge invariante.

El momento cinético total del campo electromagnético viene dagp por
o]

El momento cin% total
ey M,

f__ﬁ"‘h_u\__ WBn N\ s:) q?t
se puede descomponer Ato angkllar ch;a me cinético orbital L,
gue represent espfﬁ' det"Campo, y afos qugsco u lo la componente

16n externo

transversal del campo éléctrico, que es d@da a
=

<
b

& o
Ondas electr,{gﬁa%fétlcas

Con sus experi OS\% interferencia"y difraccion, Fresnel y Young ya habian
predicho la na ezaspndulatoria de laluz. Sin embargo, fue Hertz quien demostré
experiment e aturaleza elect "'5'_50 de la radiacion y de la luz, y quien
construyé p@era vez un “generg€lor de ondas de radio para realizar los

experimentos - déS)interferencia, demostrando que se comportaban como ondas
transversales.

En el vacio donde no hay cargas ni corrientes, la segunda y cuarta ecuacion de
Maxwell se escriben como

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Una solucion de&t.iecuacion

tm; 4
gue introduciér

verificar :
i
. = $’ Q ~ L
De lo anterior se deduce queten und@onfla elgltromagnética E y B son
perpendiculares y se encuentrzzﬁ un @ esg@@rpendicular a la direccion de
P

Tico ?!ﬁ: >~ QS
0@& Lt’ﬁ

propagacion k, por lo que el se propaga en el vacio como
ondas transversales.

por su frecuencia angular w y su

D

(2]

21

Q

>

n -

S

a)

= "

-

N

m @
>
D-

Las ondas electromagnéti

L
direccion de propagacionk. Mugchas veces se emplea el periodo T o la frecuencia v y

la longitud de onda 1 g

&
F o

& & ']
< = W
& 7 2
QG & _ 2n
Anteriormentin o@e el principio_de conservacion de la energia viene dado en
el vacio por@}e Q? w
N f =2 g5
.] - at c

Siendo 1w, densidad de energia del campo electromagnético

Weom = 62—0(]5')2 + Cz§z)
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y S, la densidad de flujo de energia
S. =eyc?EAB

Como ya hemos comentado si a,o//camos la ley de Ohm | = 3_‘? la anterior ecuacion
@ ho-es.invariante ante u@ inversion en el tiempo
iempo que c@term/na los procesos de

ujo de energia saliente.
~

¢

6o
f;? Q,S‘

Con sus exp_er[ﬂ&)@s /'frgéién, @ YCG‘AEJ ya habian
predicho /jr naturalez lay luz. “Eertz fgglien  demostré
experimentalmente qte gnéticd d radjagion y de la luz, y
quién consl]w&;,ﬂ)r primera ve geneggtior d de r. para realizar los

experimentos de~interferencia, demostr&wdo ey iiglom@aban como ondas
transversales. . é S @

&
Analizaremos ahora uno de los fgrlgenea'n% ha@ales de la radiacion
dj

]
electromagnética, como eI debido a & radiac] ar QEE- rica en antenas.

Para el gauge de Lorentz, hem isto Wote@es verifican las ecuacion de

ondas no homogéneas

Q'.' _'_'_ l’
cuya solucion viene %}ﬂa poﬁ' R Q
o
& oy - L ﬁ’*"‘ D o
Se 4, ; t.ll [X¥ — %]
A >

G o ‘Ll ] ,\,t X X' >\
@\%L’%é&(mﬁ% % — % @’z

donde las integ@les estan evaluadas en el tiempo retardado t =t — |X¥ — X'|/c,
teniendo en cuanta la velocidad finita ¢ de propagacién del campo desde X al punto
de observacion X.

Si suponemos que la distancia al punto de observacién es mucho mayor que las
dimensiones de las fuentes -por lo que estard muy lejos de ellas-, se pueden utilizar

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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como aproximacion las expresiones obtenidas anteriormente para el caso estatico,
pero tomando para las fuentes su valor en el instante retardado t, =t — |X|/c que
tiene en cuenta el tiempo de propagacion debido a la velocidad c finita de la luz. E/
calculo exacto de los potenciales es muy comp/ejo por hﬁ’que utilizaremos la
aproximacion de campo  lejanosemeeldimi todas las velocidades

R o' O

b AN
Si suponemos que la carga q ﬁﬂieve cidad vy eq comparada
con la veloci J&Iu ¢, pede instante el campo

?Ja coné?/erar q%’e rCida
eléctrico t/i&ﬁr: a_tle Coulomb 5@” la /epde lﬁ& el campo de

%
ore
%@

= S
El potencial vector se puede calcuﬁes Ivi r% c n VAA=By retardando
la solucién debido al tiempo le@-quet I efectd¥ en propagarse, con lo que se
obtiene

) &"’
4- (%, tz?g 41€yC? _ﬂ

El campo magnético p%@"este é@tena@ re

_Q_., q v(\_ﬂ@" at)N%

" Wameyc?  |x 47‘[60C3 |%]?

.Lr
] iy
siendo d(t,) la aageraci\é;;e la carga €

el instante ¢,.

domina el primer término, y el campo
instantaneo Similer al de una _ eléctrica en movimiento. Para grandes
distancias uq& cumple |X| o la llamada region de ondas, domina el
segundo términdigue da origen al campo de radiacion

A distancias (Oitas que |X| K ct

= q dt)N\R
Tl T Ame,cd X2

gue se encuentra en un plano perpendicular a la direcciéon de observacion.
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El campo eléctrico asociado a la onda sera
X q d@)NIANX - q (@ XX —dlx|*)
|%|  4meocd |3 " 4me,c? :..; [¥]3

- —
Eraq = ¢Braa\

3 2 aceleracion de la @'ga proyectada sobre el

6
La radiacién de una carga acelerada& la bd E- radfa€ion por antenas de un
dipolo eléctrico oscilante. P Q O *
— o Q
Observemos que Eyqq ¥ Braq enada de/"espacio son perpendiculares a la
direccién de observacion 1t y dejpropagaten p?a enﬁia.

L

Existe otra forma de calcular ampo@'r@cié licando el concepto de lineas de

fuerzas que fue ideado Thoms ostrgmelo que los andlisis conceptuales
cualitativos nos dan a vecgb una exp//cgaon ashorofunda de lo que fisicamente esta
ocurriendo. & é} &

o 8

-!"

Supongamos que una&zarg \"én el omg?@de coordenadas de un sistema recibe un
impulso de aceleraq?h ﬁ;nte un rLt rvalo de tiempo muy pequefio At en el
4

sentido del eje pd{&lvo pues de u 3 iempo t, la distancia recorrida por la onda

i

serd Avty = (a At > Avty, ﬁ campo eléctrico para t > t,+ At serd el
campo radial de a puntual centrada en el origen para |X| > c t, + cAt , y para
t< tyserde rga puntual centrada con el origen desplazado en Av t,. Para
la corona qeo + At, por i UI de las lineas del campo eléctrico dentro y

fuera de la coroqa, el campo eléctrico tendrd una componente tangencial Ey y una
radial E, que por geometria analitica, a partir de la proyecciéon de las normales a las
superficies, se determina que estaran en la relaciéon

Eq Avtysen(6)

> 1
E, cAt

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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Aproximando el campo radial por el de una carga puntual, obtenemos

~ qasen(0)
" 4me,c? ||
° 3
El flujo de energia S,44 €5 |gua ;‘,‘?’
%2(9)
67T foaﬁ' |2

El flujo de energi
anterior expresié

1ad .l |polo etsctrico a&ﬁqfe a partir de la
Ny & é\ 4
Sk nergia igua a@tend@.rad@da por

La particula sufrird por tanto un@merdlda

)
segundo 4:?? § q.l
oS &
0)2mship(0549 =
| & LPec
' N o O

Es importante observar que los resu/taz,@ son en@s pand’el sistema de reposo
instantaneo de la particula, de acuerd con eklercégpostulagio de la relatividad que
veremos mas adelante. y I., . ,S}-

| g3
Por tanto, la intensidad.de radiacion e % ﬁom ion dipolar eléctrica viene
determinada solamente por el v dela e o |poIo eléctrico p(t — |X|/c).

Otro hecho importante es queita eneﬁ
con el cuadrado de la dlstﬁ ia,
fundamental en los proces de rad/ac@n

esférica es constante e /n,\_ en /ente a% la

n dgly
un/dad de superficie disminuye
ector Poynting juega un papel

energia total sobre una superficie
tanCIa

da
ue

La particula pierde en / d/ar Mé una fuerza de frenado como veremos.
Aunque la radiacionslféva a /ado tamb/é&j un momento, por razones de simetria el

momento total de lg¥adia es nulo. |
RS \1‘

La pérdida de e ‘:gja g‘sma como una fésistencia disipativa. Ademds en una antena,
los campos proe osgwor la cargas en movimiento en una parte reaccionan sobre las
cargas en otr. e, ;

'y ~
Estas expre%es@nciden con Mo anterior para la radiacion de un dipolo.
En una antena d&ldipolo, p = lg donde [ es la longitud de la antena. Entonces sera
p = gl = Il,donde I es la intensidad de corriente en la antena.

Si suponemos una variacion periédica con frecuencia w, para una corriente en antena
I =~2Ie~®t, |3 potencia media radiada vendra dada por:
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lfw* _ -
I? = IR,

Tl T oe,c3

donde R, es la resistencia a la radiacion del dipolo eléctrico oscillgnte

o
Un hecho a oh on del tiempo
determinada, ya que la energia fluye a. relaciones de

| tigrapo, pero el

f/aé[)a dth/empo como

transformacién de Lorentz, son “nvar/a\h
fendmeno de r&qugn [ ) s_/m

ocurre en tot%s%?s'ifeno

' %
Otra cuestién\ertyee 5/ una onda electrorggné t/cq:fje gz incid@&en un dtomo, sobre

los electrones actuard una fuerza pen@ca q ue@s oa;fa a oscilar como un
. i - N

dipolo. Por ello radiaran-energia de a&@erdo a“bmua) terior, que dependera

de la cuarta potencia de la frecuen con éﬁecci dispersion dominante,

perpendicular a la direecion incidente: ] Q ‘Q{:

Q

Este es el motivo por el que el ci&fo se ve@u/,tg“gI qudda luz proveniente del sol en la
alta atmosfera se dispersa laterainente, ;{@ere &' para las frecuencias altas, que
corresponde al espectro azu/gjo o

En las puestas de sol, eq,ﬁs que la i’uz oS a directamente del horizonte, las
componentes azuladas -.dé las recuemoas Itas han sido totalmente dispersadas

lateralmente, por lo qué:;vem luz r@/z% y

Cuando la luz se ’?;)agaqg’n un mate'ﬁl’a/ se producen permanentemente estos
fendomenos de abgorcion reem:s:ona i,de radiacion. Sin embargo, veremos mas
adelante que /os,;%atam' tos se simplifican considerando que la luz se propaga de
forma cont/nua' ungvelocidad v dependiente del indice de refraccion v = ¢/n =

c eo/e Lag e dieléctrica € es una magnitud que se determina

experiment, é-es un buen WOmeno/égico para simplificar los calculos,
pero los fen reales en la n leza son mucho mdas complejos y requieren

conocer la estruc Ura atomica de la materia como ya veremos.

Muchas veces, nuestros formalismos son isomorfos con los comportamientos de la
naturaleza, pero no hay que olvidar que son sdélo modelos y simplificaciones
conceptuales. Sin embargo, conocer cuales son los limites reales de esos modelos no

y sus transformaciones histdricas. 22ed.
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es facil de determinar siempre a priori, y requiere que se pongan a prueba
experimentalmente.

c.-,-
Las teorias sobre la naturalezasdeslasluz son un ejemplo deq‘ﬂode/os que siguen un
camino que avanza Zlgza onsformulaciones cac%g/ez mas complejas y de

pero que rE-dejan de ser siempre una

9 e /a\naturaleza, lgﬁue nqoe myéstra siempre
L Q\ i

fj@uz e@h as compleja que

Basta recorclj.al J;a":fxébria €orp arde 2 lt@“"'de N ntitétita a la teoria
ondu/ator/arde Huyghe @ postém)r te ﬁ Maxwell y los
] 7! o

Fres rtz. El retorno

representacion part ‘,f i
intuitiva. -

nuestras modelos por muy so:‘ﬂsig?S 4

posterior a |\ ria corpusct E/nste/ experimentalmente
por el efecto fotoeléctrico y Compton en'to co sta de la relatividad,
en que los campos transportan energia3 tinua.

Le siguid la poco intuitiva teoria cudffica de /om /a doble naturaleza de
corpuscular y ondulateria, y luego extran Qde /J.?ectrod/nam/ca cuantica de
Feynman, con la que se desva @en co agy co a fuerza de Coulomb, que
predice se debe a un /ntercamb de m# Q# io del intercambio de fotones
virtuales.

De forma general las teor/a‘;g?)bre el canﬁ'i eledf®magnético se pueden clasificar en
teorias dualistas y no- dua@tas Son dué//staﬁ a®dellas para las que la masa y la carga
son entidades separada%a'fe/ ca@vo qué e/las mismas generan.

Entre las teorias dua@as &@estaca la Maxwe// y Lorentz en que la fuerza de
Lorentz es el nexo _@ come,’el campo Ie[e tromagnet/co interacciona con la materia.
Teorias dualistas SQ?:' tamE@n la teoria Q,'Lﬁnt/ca de particulas y la teoria cuantica de la
radiacion en que, k&fo@es tienen una@dualidad como onda y corpusculos.

Se han elaboraq‘:lq.a/a teorias no dua/f;s s que tratan de que las propiedades de las
particulas es&, def®rminadas sms caracteristicas del campo y, asi evitar
también, md@s:stenc:as ol oria de Maxwell debidas a la propia
autointeraccién & campo generado por una particula con ella misma. Si bien estas
teorias resuelven algunos aspectos, en otros son incompletas. Solo la teoria cuantica
de campos y la electrodinamica cuantica de Feynman son las unicas teorias no
dualistas que en el presente parecen construir un marco coherente de unificacion de
las propiedades de la materia y sus interacciones.
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En los capitulos siquientes analizaremos varias teorias y modelos en los que el campo
electromagnético y la luz se transforman con aspectos diferentes, aunque su realidad
sea la misma, descubriéndose nuevas relaciones con la naturaleza.

144

y sus transformaciones histdricas. 22ed.



